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  بسم الله الرحمن الرحيم

  
  ةـدمـالمق

  
      Ϳ ول الله  والصلاة والسلام خلق الإنسان ،علمه البيان ، الحمدѧد رسѧعلى سيدنا محم

المبعوث رحمѧة للعѧالمين ، الѧذي كѧان خلقѧة القѧران، وعلѧى الѧه وأصѧحابه صѧلاة وسѧلاماً 
  :أما بعد   دائمين متلازمين إلى يوم الدين  

أن   ويشѧرفني يسѧرنيوتوفيقاً منѧه عѧز وجѧل ،   علينا وعلى الناسفانه بحمد الله  وفضله 
 وھѧذا الكتѧاب .والѧذي أرجѧو أن يحقѧق الفائѧدة   كتاب البيانية الإنجاز المتواضع  أقدم إليكم

للتعامѧل مѧع الѧدوال والتѧي  والذي يتناول طريقة جديدة مبتكرة. يھتم في مجال الرياضيات
فالبيانية ھي حل أخر للدوال الرياضية ولكنھا طريقة متقدمة للتعامل مع . البيانية أسمناھا

 ً سѧتقيمة وقد جاءت فكرة البيانية علѧى أسѧاس تمثيѧل القطѧع الم. دارسة الدوال وتمثيلھا بيانا
دالѧة والسѧطوح البيانيѧة و كѧذالك الأشѧكال الھندسѧية بصѧيغة رياضѧية  ومقطع من منحنѧى 

ھѧѧذا   سѧѧھل دراسѧѧتھا بيانيѧѧاً وھѧѧذا أن شѧѧاء الله مѧѧا سنوضѧѧحه خѧѧلاليمفھومѧѧة وغيѧѧر معقѧѧدة 
  .فصول خمسةالكتاب والذي يتألف من 

فالفصل الأول يتمحѧور حѧول مفھѧوم البيانيѧة و صѧغتھا الرياضѧية موضѧحاً أوجѧه التشѧابه 
. والعلاقѧѧة بѧѧين البيانيѧѧة والدالѧѧة وكيفيѧѧة التحويѧѧل مѧѧن الصѧѧورة البيانيѧѧة إلѧѧى الدالѧѧة والعكѧѧس

الصѧورة  و تكامل تفاضل  طرق إلىتوكذالك البعض خواص البيانية  سرد  ة إلىبالإضاف
  .البيانية

المستقيمة و القطع المنحنية  أما في الفصل الثاني فھو يتمركز حول كيفية تمثيل القطع
مثل  بالصورة البيانية و أيضاً الدائرة والقطع الناقص بالإضافة إلى ذالك أيجاد تفاضل

  .قطعھكذا 
الشѧكل الربѧاعي  مثѧل المربѧع بيانيѧة ع فھمѧا يѧدورا حѧول بالنسبة للفصل الثالѧث والرابѧأما 

  . بالصيغة البيانية والسطوح البيانية وطريقة تمثيلھا  والمستطيل 
البيانيѧѧة إلا و ھѧѧو بيانيѧѧة مѧѧدار  تأمѧѧا فѧѧي الفصѧѧل الخѧѧامس فھѧѧو يتمحѧѧور حѧѧول أھѧѧم تطبيقѧѧا

  .الأرض و القمر
  

  والله الموفق،،، 
                                                 

        
 المؤلف                                                                       
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  البيانيةتعريف ١٠١

      )س ، ص(هي صيغة رياضية عامة والتي تعبر عن مجموعة من نقاط الإحداثيات البيانية 
 رسمشكل  تفي الأخير و هذه النقاط  ) الرسم البياني( على محور الإحداثيات )تم تمثلها(لتمث 

  بيانينحنى م دائرة أووقطعة مستقيمة أو مستقيم أنقطة أو مثل ي قد ذالك الرسم البيانيو٠ بياني
٠هي حل أخر وطريقة متقدمة لداول البيانية أنبمعني أخر يمكننا القول ب٠أو سطح بياني   

 
  الصورة الرياضية البيانية٢٠١

:الصورة أو الصيغة الرياضية البيانية  تعطى بالشكل التالي       
 

)١٠١(←))  هـ(، ص) هـ(س) = (هـ(         د  
:     حيث   

،) هـ(س =     يمثل المحور السيني ،   س )هـ(س              
،) هـ(ص=   يمثل المحور الصادي ،   ص)هـ(           ص  

 الصورة هيسمي البياني أو الرسام وهـذ ص و ،سآل من و الذي يتحكم بقيم    متغيرهـ           
ة مثل بيانية  وهناك صورة أخري لبياني٠ي بيانية محوران ذات متغير واحد الرياضية تسم

  وغيرها من الصور  محوران ذات متغيرين وهذا سنوضحه أن شاء االله في الفصل الرابع
             ٠ الأخرى البيانية

بالصورة  س والذي يمكن أن نمثله= خط مستقيم ص  والذي  يمثلأسفل) ١٠١(أنظر الشكل 
) ،هـهـ) = (هـ( د: آالتاليالبيانية  

)٠،٠)=(٠( أن د أي٠) =٠(ص   ،٠) =٠( س   ⇐    ٠=  فعندما هـ 
ذالكآ و ٠ا وهكذا= عندما هـ و ذالك  ١= ، ص١= حيث  س )  ١،١) =(١( د   

٠ الجدول أسفلرو للتوضيح أآثر أنظ  
 

 ((i)w ،)هـ(س( i=(i)w i=(i)s i
،-٤( ٤-) ٤- ٤ -٤-
،-٣( ٣-) ٣- ٣ -٣-
،-٢( ٢-) ٢- ٢ -٢-
،-١( ١-) ١- ١ -١-
،٠( ٠) ٠ ٠ ٠
،١( ١) ١ ١ ١
،٢( ٢) ٢ ٢ ٢
،٣( ٣) ٣ ٣ ٣
،٤( ٤) ٤ ٤ ٤

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 - ٣ -
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 مثال (١٠١) :  إ رسم البيانيات التالية على محور الإحداثيات ؟                             

) جاهـ،جاهـ )=(هـ(د) جـ      ) ١+هـ ، هـ ٢) = (هـ(د)  أ         

  ( هـ ، هـ )=(هـ(د)  ب    
2

2
هـ ، هـ )=(هـ( د) ب      

:الحل  
)١+هـ ، هـ ٢) = (هـ(د)  أ               
 

))هـ(،ص)هـ(س( )هـ(ص )هـ(س هـ 
)-١-،٤( -١ -٤  -٢
)-٢،٠( ٠ -٢  -١
)١،٠( ١ ٠ ٠
)٢،٢( ٢ ١ ٢
)٣،٤( ٣ ٢ ٤

 
 

 
 
 
 

                                          

  ( 
                                                               

 - ٤ -

                        
                                                      

 
 
 
 

                             

)س،ص( ص  هـ س

-٤-،٢( ) ٤ -٢  -٢  
-١،١( ) ١ -١  -١  
)٠،٠( ٠ ٠ ٠ 
)١،١( ١ ١ ١ 

 ٤( )٢، ٤ ٢ ٤- 
 
)جاهـ ، جاهـ) = (هـ(د) جـ                                               
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   ٣٠١ أسباب ابتكار الصيغة البيانية 

: لابتكار الصيغة الرياضية البيانية منها عدههناك أسباب   
   

 الإحداثيات صورة رياضية  البيانية تعطي القطع المستقيمة المرسومة على محورالصيغة) ١
| بأ|أسفل والذي يمثل قطعة مستقيمة ) ٥٠١( فمثلاً لو نظرنا إلى الشكل ٠مبسطة وبدون شرط 

٠)١،١-=(و ب) ١،١= ( حيث أ وحدة ،٢طولها يساوى   

 
:آالتاليتمثل دالة | أب|          نلاحظ أن النقطة المستقيمة   

 

)س(د
1س،1س0

1س11
=

⎭
⎬
⎫

>>−
−≥≥

 

   
ثيل هذه القطعة المستقيمة بصورة رياضية أخرى أو الصيغة البيانية آالتالي وأيضا يمكن تم  

)١حاهـ ،) = (هـ(  د  
)متغير( قيمة حقيقية أي يمثل المحور الصادي ،هـ ١حيث جاهـ يمثل المحور السيني و  

 
آب حول الشمس والفضاء االكودوران البيانية في دراسة حرآة الصيغة يمكن استخدام  )٢

وذالك ين دوران الأرض حول الشمس  أسفل والذي يب) ٦٠١(أنظر الشكل  ،بيانياً الخارجي
آما الزمن  بالاعتماد على ثلاث متغيرات وهي محوري الإحداثيات س ، ص والزاوية هـ أو

  :نلاحظه في البيانية التالية
))جاهـ(، ص) جتاهـ(س)= (هـ(د   

، حيث هـ يمثل الزاوية أو الزمن  
حور السيني،يمثل الم) جتاهـ(س  
  ٠ يمثل المحور الصادي) جاهـ(ص

 
 
 
 
 

 - ٥ -
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 والتي تعتمد على أآثر من متغيرين يمكن أستخدم الصيغة البيانية في قوانين الفيزيائي آما )٣

) ز( زمن  الو  )ع(السرعة ) بيانية السرعة( فمثلاً الصيغة البيانية للكميات الفيزيائي
:يتعطي آالأت) ز(و العجلة جـ ) ف(والمسافة   

 
))ز(ع ،) ز(ف)=(ز(د            

 حيث
يمكن ) ز( جـأما بالنسبة للعجلةيمثل السرعة،) ز(يمثل المسافة،ع) ز(ف ز   يمثل الزمن ،

٠)ز(على الزمن ) ز( وذالك بقسمة السرعة ع)) ز(، ع) ز(ف(إيجادها من بيانية السرعة   

زجـ
ز
زع )()(
=    أي أن     

ال الرباعية والمثلثات والسطوح الرباعية وغيرها بصورة رياضية البيانية تمثل الأشك) ٤
مبسطة ومفهـومة وهـذا أن شاء االله سوف نوضحه في الفصول القادمة وهـناك أيضا أسباب 

٠ نمر عليها خلال الفصول القادمةأخرى سوف  
 

  العلاقة بين الدالة و البيانية  ٤٠١
    الرياضية التالية أي دالة تأخذ الصورةأن آما هو معروف لدينا 

)١(←)             س(تا=         ص  
 وإن الصورة الرياضية لبيانية هي 

)٢(←)  ص ، س) = (هـ(       د  
)٣(←)  هـ(تا=   ص ⇐ هـ   = ضع  س  

ينتج لنا ) ٣(و ) ٢(من   
)٤(←)) هـ(هـ ، تا ) = (هـ(د   

نستنتج أن) ٤(، ) ١(ومن   
)٥(←))      هـ ( تا ،هـ) = (هـ(  د )    س(تا= ص   ⇔

2

هي نفس أو تكافئ الصيغة الرياضية ) س(تا= مما سبق يمكن القول إن الصيغة الرياضية  ص 
  ٠))هـ(تا ،هـ )=(ـ ه(د

:  يمكن تمثيلها بالصورة البيانية آالتالي ١+ س=  فمثلاً الدالة  ص   

هـ ، هـ) =(هـ(د )١+   
2

 البيانية  نفس المنحنى الذي تمثله جـا س تمثل منحنى على محور الإحداثيات = و أيضا الدالة  ص
  ٠)هـ ، جـا هـ)= (هـ(د
 

 مثال(٢٠١) : -   حول آل من البيانيات التالية إلى دوال 

هـ ، هـ) = (هـ(د)    أ  )  
2

) ١+هـ ٢، هـ)= (هـ(د)   ب  
2

 - ٦ -

)           هـ ، جا هـ
2
1 ) = ( هـ(د)   حـ  
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:الحل  

( هـ ، هـ) = (هـ(د)    أ  
2

 
2

س =  ص  ⇐ هـ = س  ،  ص=  ضع هـ    
2

هـ ،هـ  ( )    س =  ص   
2

⇔
2 ∴ 

) ١+هـ ٢، هـ)= (هـ(د)   ب  
2

←   )١( bs =       هـ  ⇐  
2

هـ =  ضع س    
←

2
+1ص =   هـ  ⇐ )٢(   ١+هـ ٢= ، ص

ينتج أن) ٢(و ) ١(  من   

 - ٧ -

 -١        bs bs      ٢=ص⇔    = 
2
+1ص   

)١+هـ ٢،  
2

هـ)=(هـ(د ⇔ -١ bs =ص  
)           هـ ، جا هـ

2
1 ) = (هـ(د)   حـ  

س٢جا =   ص  ⇐ جا هـ =  هـ  ، ص 
2
1 =ضع س      

)     هـ ، جاهـ
2
1 ) =( هـ(د س ٢جـا =   ص    ⇔

                                
  مثال (٣٠١) :- حول آل من الدوال التالية إلى الصورة الرياضية  د(هـ) = (هـ ،تاهـ) ؟

١+س٢= ص )    أ             
جتا س= ص)  ب           

bs1+ = ص)           جـ   
 

-:الحل              
١+س٢=ص ) أ      

⇐ ١+ هـ ٢=   ص  هـ = ضع  س           
)    ١+هـ ٢هـ ،) = (هـ(د     ∴  

 
    جتا س = ص ) ب 

جتا هـ =   ص  ⇐ هـ =  ضع س   
)  هـ ،جتا هـ) =(هـ( د  ∴  

 
 bs1+ = ص)  ـج          

   bi1+ =   ص    ⇐ هـ = ضع س   
( bi1+ هـ ،) =(هـ(  د ∴    
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ة بعض خواص البياني ٥٠١   

٠وفي هذا الجزء سوف نورد بعض خواص البيانية   
  خاصية (١٠١)

٠، أ عدد حقيقي )  أ س ، ص ) = (هـ(  د ⇔ )أ ، ص± س ) = (هـ(  د   m

 
٠) ٢ -هـ ،هـ )=(ـه(هي نفس البيانية د) ،هـ٢+ هـ )=( هـ(مثال على ذالك البيانية د  

خاصية (٢٠١)
(

أ
ص س ، ) (هـ( د  ⇔ )    أ ، ص × س ) =  ( هـ(د) ١  

 - ٨ -

٠ي عدد حقيقي أ)  أ  (،)  أ × هـ ، ص ( د ⇔ )     ، ص س ) = (هـ(د) ٢     
أ

 مثال على ذالك
)هـ٢هـ ، ) = (هـ( د ⇔ ) ، هـ

2
هـ ) = (هـ( د  

  خاصية (٣٠١)
صbن ) س ، ) = ( هـ( د ⇔ ) ، ص ) = (  هـ(د) ١   

ن
س

ن
س

1

٠، ن عدد حقيقي   )   س ،) = (هـ(  د
ن
ص ⇔ ) ، ص  ) = (هـ(د) ٢  

 مثال على ذالك 

⇔  (
2

هـ ، هـ) = (هـ(د    ( bهـ هـ ،) =(هـ(د

) ،هـ )   = (هـ ( د
3
هـ ⇔     (

3
1

هـ هـ ،) = (هـ( د   
 

  خاصية (٤٠١)
) ، ص

س
1 ) = ( هـ( د ⇔   (

ص
1 س ،) = (هـ( د  

 مثال على ذالك 
)، هـ  

هـ
1

⇔ )       ( 1 هـ ،(  
هـ

 
خاصية (٥٠١)

)ص س، ) = (هـ(  د
−1
جا ⇔ )جا س ،ص) = (هـ(د)  ١  

) ص س ،) = (هـ ( د
−1

جتا ⇔ )جتا س ،ص ) = ( هـ(د) ٢  
 

 مثال على ذالك
)هـ ، هـ  (تكافئ البيانية ) هـ ، جـا هـ ( البيانية   

−1
جا
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نورد بعض الأمثلة على هذا الخواصهنا سوف و  

)٢-هـ ، هـ   ( ⇔ ) ١- ، هـ ١+ هـ  )   (١   
)  ، هـ ٢+ هـ   ( ⇔ ) ١- ، هـ ١+ هـ  )   (٢  
) ، هـ ٢+ هـ    ( ⇔ )    ٢-هـ ، هـ  )   (٣     

)هـ   هـ ،٢    (
−1
جا ⇔ )     هـ ، هـ ٢جا )   (٤  

−1
جا

2
1 هـ ،(  ⇔ )  هـ  هـ ، ٢  )  ٥ (   

−1
)    هـ جا

⇔    ( 
3
2

(
2

 - ٩ -

        (   ،هـ
3
هـ هـ

−1
جا

هـ ، )      (٦   
)هـ  ⇔ ،هـ ( )  ، هـ جـا هـ )    (٧    

)هـ ٢هـ ، جا (  ⇔ ) هـ ٦هـ ، ٣   ٨)  (  
−1

جا
 

خاصية (٦٠١) 
عند جمع بيانيتان نجمع المحتوى الصادي من البيانية الأولى مع المحتوى الصادي من البيانية 

الثانية وذالك عندما يكون  المحتوى السيني من البيانية الأولى يساوي المحتوى السيني من 
الطرح والضرب والقسمة أي أنالبيانية الثانية وآذالك بالنسيبة للعمليات الحسابية الأخرى آ  

)٢ص + ١س ، ص) = (٢س،ص) + (١س ، ص(  
)٢  ص- ١س ، ص) = (٢س،ص (-) ١س ، ص(  

)٢  ص  × س،ص) =(٢س ، ص ( ١× )١س ، ص(  
)٢ص÷  ١س ، ص) = (٢س،ص(÷ ) ١س ، ص(

 
مثال(٤٠١) أوجد ناتج جمع ما يلي؟

)   ١+ هـ ، هـ ) + (هـ٢هـ ،) (أ     
)هـ٢ ، ١+ هـ ) + (هـ ،هـ) ( ب  
:الحل  
)١+ هـ ٣هـ ،)=(١+ هـ ، هـ ) + (هـ٢هـ ،) (أ
 

)هـ٢ ، ١+ هـ ( ثم نعوض بقيمة هـ الجديدة وفق البيانية ١-هـ = نضع هـ ) ب  
)٢ -هـ ٢هـ ، ) = ( هـ٢ ، ١+هـ (    أي أن  

 ∴++=++=+ )2هـ3هـ،()2هـ2هـ،()هـ،هـ()هـ1،2هـ()هـ،هـ(  
  

ملاحظة:
 عن بيانيتين إنهما متساويتان  ليس من الضروري  أن يكون المحتوى السيني من عندما نقول

 والمحتوى الصادي من البيانية الأولى  الثانيةالبيانية الأولى يساوي المحتوى السيني من البيانية
٠يساوي المحتوى الصادي من البيانية الثانية  

)هـ ، هـ٢(لبيانية هي نفسها ا) ١+ ، هـ ٢+هـ ٢(مثال على ذالك البيانية   
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 مثال (٥٠١) :- حول آل من البيانيتين التاليتين ألي دوال وما ذا نستنتج ؟

2
+1هـ )=(  هـ(د) ب)   ١-هـ ٢هـ ،) = (هـ(د )   أ ) ،هـ 

  -:الحل 
)١-هـ ٢هـ ،) = (هـ(د )  أ  

١-هـ٢=هـ ، ص = نضع س    
∴ ١ –س ٢=   ص   

)،هـ
2
1+هـ )  (ب  

 - ١٠ -

هـ=  ، ص 
2
+هـ

⇔

1 = ضع س   

  ١ –س ٢=  ص
2
+1ص =  س   ∴  

نستنتج أن) ٢(و ) ١(من   
) ، هـ 1

2
+هـ ةهي نفس البياني ) ١ -هـ ٢هـ ، (  البيانية  (  

 
 مثال (٦٠١):-  حول الدوال التالية إلى أآثر من صورة بيانية٠

س٢+ 2س= ص)        ب٥+ س   2جا

ا

٢ = ص)    أ  
-:الحـــــــــل   

2ج

ا

٢=  ص  ⇐ هـ= ضع س     ٥+هـ  

2ج ٢هـ ،) = (هـ(د   ∴  )٥+هـ    
 

 حل أخر
هـ٢=  ص  ٥+  ⇐ هـ  =  ضع جا س    2

2 −1
   +٥ ( هـ٢هـ ،  جا ) = (هـ( د ∴  

س٢+ س = ص)    ب  2

هـ٢+ 2 هـ=  ص  ⇐ هـ  =         ضع  س   
)هـ ٢   + 2 هـ ، هـ ) = (هـ(د ∴   

 حل أخر
)١+س  =  (١ –) ١+س ٢+   ١- 2 س=( ص   2

2
⇐

-١ )١+س= ( ص   2

 -١ هـ =  ص    ١+س=  ضع هـ 
٠وهناك أآثر من صورة بيانية للبيانية الواحدة)  ١- 2 ∴ ، هـ ١ -هـ ) = (هـ( د  
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معكوس البيانية    ٦٠١    

س=  الدالة ص فمثلا معكوس٠آما للدالة دالة عكسية آذالك للبيانية أيضا بيانية عكسية       2

٠ bs = ة صهي الدال[ ∞+ ، ٠[ الفترة  وفق   

 - ١١ -

تكافئ البيانية   bs 2

2
= والدالة ص٠) 2 هـ ، هـ) = (هـ(تكافئ البيانية د  س= وبما أن الدالة ص  

٠)٣٠١خاصية (y ٠)، هـ هـ) = (هـ(أو البيانية د )   ،هـ )=(هـ(د   bهـ
2 هـ)=(هـ( دأو ) ،هـ )، هـ2 ) =(هـ(هي البيانية د)  هـb هـ ،هـ)=(هـ( د أذن معكوس البيانية

 
  نظرية (١٠١):

أي أن ،  ص  ومحتوى  التبادل بين محتوى س لأي بيانية و ذالك  البيانية العكسيةيجاد إيمكننا 
) ) هـ(، س) هـ(ص) = ( هـ(انية دهي البي) )هـ(، ص) هـ(س)= ( هـ(معكوس البيانية د  

 
 مثال (٧٠١) :- أوجد معكوس البيانيات التالية ؟

+١( هـ ، هـ ) = (هـ(د)    أ  2

2

2

2

2

2

) ، جتا هـ ١) = (هـ(د) ب  
)جاهـ ، جتاهـ) = (هـ(د) جـ  

-:الحــــــــــــــل  
+١( هـ ، هـ ) = (هـ(د)    أ  

)  هـ ، ١+  هـ) = (هـ( المعكوس هو  د  
 

) ، جتا هـ ١= () هـ(د)ب  
  ) ١جتا هـ ، ) = (هـ(المعكوس هو  د

 
)جاهـ ، جتاهـ) = (هـ( د)جـ  

)جتاهـ ، جاهـ) = (هـ(المعكوس هو  د  
 

مشتقة البيانية   ٧٠١  
وأن مشتقة الدالة )  هـ ،هـ )=(هـ( تكافئ البيانية د 2 س =دالة ص آما هو معلوم لدينا إن ال      

س=ص  ٠ ) هـ٢هـ ،)=(هـ(س والتي تكافئ البيانية د٢= هي الدالة ص  
٠) هـ٢هـ ، ) = (هـ(دهي البيانية )  هـ ،هـ)=(هـ(أي أن مشتقة البيانية د  

 
 قاعدة (١٠١):-  مشتقة البيانية د(هـ) = ( س(هـ) ، ص(هـ) ) هي البيانية

) =هـ( ، صَ   ( 
)هـ(سَ
)هـ(صَ ،) هـ(س= ( َ  )هـ( د  

ءهـ
ءس )=هـ(، سَ 

ءهـ
ءص
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 مثال (٨٠١) :- أوجد مشتقة آل من البيانيات التالية ؟

)هـ+ هـ ، هـ)=(هـ(د) أ  3

2

2

3

)، هـ هـ)=(هـ(د) ب  
)هـ ، جاهـ) = (هـ(د )جـ  
)جاهـ ، هـ) = (هـ(د )د  

( ،هـ هـ)=(هـ(د  (i 3

 
:الحل  

)هـ٢+ هـ ، هـ) = ( هـ(د)  أ  
=١، 
ءهـ
ءس ⇐

2

=   سَ هـ=      س    

+٢ هـ٣= 
ءهـ
ءص = ص3َ ⇐ هـ=  ص هـ ٢ +  

(
سَ
صَ س ، )=(هـ( دَ  Q  

 + ٢( 2هـ ٣هـ ،) =(هـ( دَ
∴  

) ، هـ  هـ) = ( هـ(د)  ب  2

هـ٢=  سَ⇐ هـ=  س   2

⇐ ١=  صَ هـ=  ص     

 - ١٢ -

( 
هـ2

1 ، هـ) = (
2

سَ
صَ س،) =(هـ( دَ  

)هـ ، جاهـ) = (هـ(د) جـ  
  )هـ ، جتاهـ)= (هـ(دَ
)جاهـ ، هـ) = (هـ(د) د  

(
جتاهـ

1 جاهـ ،)= ( هـ( دَ  

( هـ) = (هـ(د)  هـ ، هـ  3 2

( 
2
3 2

هــ ه ،  ) = (هـ( دَ  
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تكامل بيانية  ٨٠١

وتكامل ) هـ ، جتاهـ) = (هـ(جتا س هي نفس البيانية د) = س(دمما تعلمنه سابقا  الدالة      
جاس هي نفس البيانية )=س( و بما أن الداله د،جاس)= س(جتا س  هي الدالة د)=س(دالدالة 

  ٠)هـ ، جاهـ)=(هـ(د
)هـ ، جاهـ) = (هـ(هي البيانية د) هـ ، جتاهـ )=(هـ( أي أن تكامل البيانية د  

 
 قاعدة (٢٠١) :- تكامل البيانية د(هـ) = ( س(هـ) ، ص(هـ)  )هي البيانية 

j)هـ(س()هـ(د )xهـ)هـ(ص)هـ(سَ، =  

 
 مثال(٩٠١) : أوجد تكامل آل من البيانيتين  التاليتين؟

)  هـ ، جاهـ) = (هـ(د)     أ  
) ،هـ2 هـ) = (هـ(د)  ب

   
:الحـل

)هـ ، جاهـ) = (هـ(د)  أ  
١) =  هـ( سَ ⇐ هـ ) = هـ(      س   

j

 - ١٣ -

)=هـ(ص جاهـ xهـ جتاهـ- =        
)ث+  جتاهـ -هـ ، (هي البيانية ) هـ ، جاهـ(أذن تكامل البيانية   

 
) ،هـ2 هـ) = (هـ(د)  ب

2 هـ٢= ، سَهـ=س
 3

3
2 هــ = ه j

3

x2 هـ٢ =ص

)ث +  هـ 
3
2 2، 2 j ) = هـ xهـ )،هـ هـ(
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   المقدمة١٠٢
قطع البياني هѧو مقطѧع مѧن    م فال، قطع البيانيم سوف يأخذنا الحديث حول ال   في هذا الفصل       

 أنظѧر   ٠دائѧري أو قطѧع نѧاقص   مقطع من منحنى أو مقطѧع  أو ) القطة المستقيمة  (خط مستقيم   
  وطولهѧѧѧا والواقعѧѧѧة علѧѧѧى الفتѧѧѧرة   | أب|والѧѧѧذي يمثѧѧѧل قطعѧѧѧة مѧѧѧستقيمة  ) ١٠٢(الѧѧѧشكل 
   ٠وحدة ٢يساوي  

[ −1،1 ]

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :التاليةتمثل مقطع من البيانية | أب|نلاحظ أن القطعة المستقيمة ) ١٠٢(من الشكل 
  ) هـ ، هـ) = (هـ( د
  :مثيلها بالصورة البيانية آما يلي  القطعة المستقيمة يمكن توهذه 

  )  جاهـ ، جاهـ) = (هـ(د 
  

  :   القطعة المستقيمة ٢٠٢
قطعة المستقيمة هي مقطع من خط مستقيم وهناك ثلاثѧة أشѧكال مѧن القطعѧة المѧستقيمة هѧي                 ال

وسѧوف نوضѧح بيانيѧة آѧل        ئلѧة    والعمودية والقطعѧة المѧستقيمة الما      الأفقيةالقطعة المستقيمة   
   ٠القادمةس و في الدرحداقطعة علي 

  
  الأفقيةالقطعة المستقيمة    ١٠٢٠٢  

  ية لمحور السينات وبيانية القطعة المستقيمة   وهي القطعة المستقيمة المواز
 : بشكل عام تعطي آما يلي الأفقية

  )   ، جـب +أجا هـ ) = (هـ( د
  )١٠٢( ←  أعداد حقيقية ـ ج، ب ، أ   ، )ـج ب ،+أ جتاهـ ) = (هـ(أو د

  
  أمثلة على ذالك 

  )١جاهـ ،) = ( هـ(د)  ١
  )١-جاهـ ،٢) = (هـ(د) ٢ 
   الخ٠٠٠٠٠) ٣ ،١+جتاهـ )= (هـ(د)  ٣
  

 - ١٥ -
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  -) :٢٠١(قاعدة 
  ٠الواصѧلة بѧين نقطتѧين    ) ـب ،جѧ  +أجاهѧـ   )= (هѧ ـ(  د  الأفقيѧة لإيجاد بيانيѧة القطعѧة المѧستقيمة        

ثѧم نحѧل المعѧادلتين    ) ب+أ -(واصغر قيمة تѧساوي  ) ب +أ ( مة من س تساوي    يع أآبر ق  ضن
    ٠ الوحيدة   ص ة قيم قيم أ ،ب  أما قيمة جـ تأخذ لإيجاد

  
   :)٢٠١(مثال 

  ؟ ) ٣ ، ١-(والنقطة ) ٣،٥( أوجد معادلة القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطة 
  -:  الحل 

    هي  ببانيتهانلاحظ أن القطعة المستقيمة هي قطعة مستقيمة موازية لمحور السيني  والتي 
   ٣=جـ  ،) ب ، جـ+ أ جاهـ ) = (هـ(د

  أي أن  .  س أصغر قيمة من= ب + أ-أآبر قيمة من س ، = ب + نضع أ
  )١(  ←٥= ب + أ 
  )٢( ←١-= ب + أ -

  ينتج) ٢(و ) ١(من المعادلة 
  ٢=  ، ب٣=أ

  ) ٣ ، ٢+  جاهـ ٣)= (هـ( د∴
  ) ٣ ، ٢+  جتا هـ ٣) = (هـ(أو د

  
  القطعة المستقيمة العمودية    ٢٠٢٠٢

  قطعة المستقيمة العمودية هي  وهي القطعة المستقيمة الموازية لمحور الصادات ، وبيانية ال
  أو ) ب+جـ ، أجاهـ ) =(هـ(د
  )٢٠٢(← ب ، جـ أعداد حقيقية ، أ حيث ) جـ ، أ جتا هـ( ) = هـ(د
  

  : أمثلة على القطعة المستقيمة العمودية 
  ) ،جاهـ١)=(هـ(د)  ١
  )جاهـ٤،٥)=(هـ( د )٢
   الخ٠٠٠٠٠٠٠) هـ٢جا -٧،٧)=(هـ(د) ٣
  

  -) :٢٠٢(قاعدة 
الواصѧلة بѧين    ) ب+هـجـ ، أ جا   )=(هـ(ادلة أو بيانية القطعة المستقيمة العمودية  د       لإيجاد مع 

، ) ب+أ-(وي  و أصѧغر قيمѧة مѧن ص تѧسا         ) ب+أ(نضع أآبر قيمѧة مѧن ص تѧساوي          , نقطتين  
   ٠ س ةجـ تأخذ  قيم

  
  ؟ )  ٧،١(و ) ١،٢(أوجد بيانية القطعة المستقيمة الواصلة بين : )٢٠٢(مثال 
   -:الحل 

   ٢= ، جـ ) ب+ جـ ، أ جا هـ () = هـ(د
 ٢=ب+ أ - ،٧= ب  + ، أ   ٤=  ب،٣=  أ ⇐

  ) ٤+جا هـ٣، ٢) = ( هـ( د∴

 - ١٦ -
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  القطعة المستقيمة  المائلة  ٣٠٢٠٢
صادي  وإنما تكون وهي القطعة المستقيمة التي لا تكون موازية لمحور السيني ولا المحور ال

  ٠لة مائ
  وبيانية القطعة المستقيمة المائلة هي 

  أو ) د+ ب،جـ جاهـ +أجا هـ ) = ( هـ(د
  )٣٠٢( ←  حيث أ،ب ،جـ ،د أعداد حقيقية )  د+ ب ، جـ جتاهـ +أجتاهـ ) = ( هـ(د

  علي ذالك  امثلة 
  ) جاهـ٢جاهـ ،) =(هـ(د)١
  )جتاهـ + ١جتاهـ ، ) = (هـ( د)٢
  إلخ٠٠٠٠٠٠٠٠٠) هـ٣جا ، هـ٢جا٢)=(هـ(د)٣
  

    -):٢٠٣(قاعدة 
  لإيجاد بيانية القطعة المستقيمة المائلة الواصلة بين نقطتين  

  نتبع التالي  ) د+ ب ،جـ جاهـ + جاهـ أ) = ( هـ(د              
  يساوي أصفر قيمة من س ،) ب+ أ -( يساوي أآبر قيمة من س ، ) ب+ أ ( نضع )  ١    

  جاد قيم أ ، ب  لإي ثم  نحل المعادلتين          
  يساوي أصفر قيمة من ص) د+ جـ  -(يساوي  أآبر قيمة من ص ، ) د+ جـ ( ونضع ) ٢    
  ٠ د ،لإيجاد قيم آل من جـ  ثم نحل المعادلتين ،          

  ٠بيانية العامة لأي قطعة مستقيمة  الهي الصورة) ٣٠٢(          تعتبر الصورة البيانية 
 

  
  ؟)٠ ، ٢-(و) ٢،٢(نية القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين  أوجد بيا :)٢٠٣(مثال 

  
  -:الحل
≠  ست عموديةي  القطعة المستقيمة ل٢- ٢

≠    وقفيةأست ي القطعة المستقيمة ل٠ ٢
   القطعة المستقيمة هي قطعة مستقيمة مائلة  ∴
  ) د+ب ، جـ جا هـ +أجا هـ ) =( هـ(د

  ٠=،ب٢=أ ⇐ ٢-= ب+  أ -،  ٢= ب +ضع أ 
  ١=  ، د ١=  جـ ⇐ ٠=د +  ،جـ ٢=د + ثم نضع  جـ 

   بيانية القطعة المستقيمة هي∴
  )١+ جاهـ ، جاهـ ٢) = (هـ(د

  
  
  
  
  
  

 - ١٧ -
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   ميل القطعة المستقيمة٤٠٢٠٢
 فمثلاً ميѧل الخѧط المѧستقيم        ،ب هو أ    +أس= ميل الخط المستقيم ص   آما هو معروف لدينا أن      

 الخѧѧط هѧѧي مقطѧѧع مѧѧن) جاهѧѧـ ، جاهѧѧـ)= (هѧѧـ( وبمѧѧا أن القطعѧѧة المѧѧستقيمة د١س  هѧѧو =ص
) جاهѧѧـ ، جاهѧѧ ـ) =(هѧѧـ( أذن ميѧѧل القطعѧѧة المѧѧستقيمة د  ٠)هѧѧـ ، هѧѧ ـ(س أو  =المѧѧستقيم ص

  ٠ ١أيضاً هو 
  

  -) :٢٠٤(قاعدة 
قسوم على مشتقة المحتوى السيني ميل القطعة المستقيمة هو مشتقة المحتوى الصادي م

  هو   ) د + ب ، جـ جاهـ+ أجا هـ ) =(هـ(إي أن ميل القطعة المستقيمة د،
  
مـ

)بجاهـأ(مشتقة
)دهـجاجـ(مشتقة

جتاهـأ
جتاهـجـ

أ
جـ

=
+

+
==  

 - ١٨ -

      ∴=⎯ ⎯← مـ
أ
  )402(حـ

  
  ) جاهـ ، جاهـ ٢) = (هـ(أوجد ميل القطعة المستقيمة  د -) :٤٠٢ (مثال

  -:الحـــــــل
مـ

َ)جاهـ2(
َ)جاهـ(

جتاهـ2
1جتاهـ

===
2

      

  قطوع المنحنيم ال٣٠٢
وآѧѧل مقطѧѧع منهѧѧا يمثѧѧل أيѧѧضاً بيانيѧѧة   أجѧѧزاء أو مقѧѧاطع يمكѧѧن تقѧѧسيم البيانيѧѧة إلѧѧى عѧѧدة       
 ٠به أو نفѧس خѧواص البيانيѧة الأصѧلية          خѧواص إلѧى حѧد مѧا يѧش           له   قطعم وآل   ٠)  بياني قطعم(

  ٠طعت من بيانية أسفل والتي تمثل مقاطع بيانية ق لالأشكا أنظر
  

  
 ] ٢،٢- [والواقѧѧع علѧѧى الفتѧѧرة   ) ـهѧѧـ ، هѧѧ ( يمثѧѧل مقطѧѧع مѧѧن البيانيѧѧة     أعلѧѧى)٢٠٢(فالѧѧشكل 
   يمثل مقطع من البيانية  أعلى)٣٠٢(في الشكل  ] ١،٣[ على الفترة  المقطع الواقعوآذالك

2
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والواقѧع علѧى    ) هـ ، حاهـ    (مقطع من البيانية    يمثل  ) ٤٠٢( أما الشكل    ٠) ـهـ ، ه  ) = (هـ(د
ل شѧѧكل مѧѧن  لبيانيѧѧة لكѧѧ أسѧѧفل والѧѧذي يوضѧѧح الѧѧصورة ا   ) ١٠٢(أنظѧѧر الجѧѧدول   ] π،٠[الفتѧѧرة 

  ٠السايقةالأشكال 

2

  
  مقطع من البيانية  بيانية المقطع  الأشكال

   )٢هـ ، هـ) = (هـ(د   )هـ2جا٤جاهـ ، ٢) = (هـ(د  ٢٠٢شكل 

   )٢هـ ، هـ) = (هـ(د2  )) ١+جاهـ ( ، ٢+جاهـ ) = (هـ(د  ٣٠٢شكل 
) = (هـ (د  ٤٠٢شكل 

 - ١٩ -

2
π جاهـ +

2
πجا ،)

2
π جاهـ +

2
π((   د)هـ) = (هـ ، جاهـ(  

  )١٠١(                                        جدول
  

  -) :٥٠٢(قاعدة 
  : لإيجاد بيانية مقطع من أي منحنى نتبع الخطوات التالية 

  ب+ أ جاهـ =  نضع هـ  )١
  نوجد قيم أ ، ب وذالك بوضع  )٢

  أآبر قيمة من س تقع طرف القطع= ب +            أ 
  أصغر قيمة من س تقع على الطرف الأخر من القطع= ب +  أ -         

  ٠))هـ(، ص) هـ(س) = (هـ(وفق البيانية د) ب+أجاهـ (نعوض ) ٣
  ))ب+أ حاهـ (،ص)ب+أ حاهـ (س) = (ب+أ حاهـ (   د
  :يراً نحصل على بيانية القطع وهي أخ )٤
  )٥٠٢(←))  ب+أ حاهـ (،ص)ب+أ حاهـ (س) = (هـ(د

  
والواقع على ) ١،١(و) ٩،٣(أوجد بيانية القطع الواصل بين النقطتين  - :)٥٠٢(مثال

  ؟) ٣هـ ،هـ) = (هـ(المنحنى د
  -:الحل 
  ب+ أجا هـ = نضع هـ  )١
 نوجد قيم أ ،ب وذالك بوضع )٢

  )١( ← ٣= ب +   أ 
  )٢(← ١=ب + أ  - 

  نستنتج) ٢(و) ١(من 
  ٢= ، ب ١=أ

  ٢+ جاهـ =  هـ ∴
  ) ٣هـ ، هـ(وفق البيانية ) ٢+جاهـ (نوجد صورة )٣
  )3)٢+جاهـ (، ٢+جاهـ ) =(٢+جاهـ ( د∴
3  ))٢+جاهـ (، ٢+جاهـ ) = (هـ( د∴
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والواصل ) هـ ، جتاهـ) = (هـ( أوجد بيانية القطع الواقع على المنحنى د-:)٦٠٢(ثال م
  ؟)١-،π(و النقطة ) ١،٠(بين النقطة 

  :الحـــل
  ب+أحاهـ = هـ  )١
 نوجد قيم أ و ب وذالك بوضع )٢

  π= ب + أ   
  صفر=ب + أ -

 - ٢٠ -

= أ⇐
2
πو ب =

2
π  

(د )٣
2
π جاهـ +

2
π)= (

2
π جاهـ +

2
πجتا ، )

2
π  جاهـ  +

2
π( (  

) = (هـ( د∴
2
π جاهـ +

2
πجتا ، )

2
π  جاهـ  +

2
π( (  

  
   القطع  الدائري٤٠٢

و مقطع مѧن  القطع الدائري أما أن يكون دائرة أو مقطع من دائرة وقد يكون قطع ناقص أ          
 ѧѧع نѧا تمقطѧѧسب مѧѧري حѧѧى دائѧѧن منحنѧѧع مѧѧري أو مقطѧѧى دائѧѧة اقص أو منحنѧѧصورة البيانيѧѧا الѧѧثله

  :فالصورة البيانية العامة لمقطوع  هي آالتالي ٠لقطع دائري
  

  )٦٠٢( ←      ))جاهـ(ص ، )جتاهـ(س( = )هـ(د          
  

  :و هنا سوف نورد بعض الأمثلة على المقطوع الدائري
  ١ونصف قطرها ) ٠،٠(ثيل دائرة مرآزها تم) جتاهـ ،جاهـ)= (هـ(د) ١
  ٢ونصف قطرها ) ١،٠(تمثل دائرة مرآزها  ) ١+جاهـ ٢جتاهـ ، ٢)= (هـ(د) ٢

جتا)= (هـ(د) ٣
2

هـ  ، جا
2

  ١ونصف قطرها ) ٠،٠(مرآزها تمثل ربع دائرة ) هـ 
  قصتمثل قطع نا) جتاهـ ، جاهـ٢) = (هـ(د) ٤
  تمثل قطع ناقص ) ١+جاهـ ٢جتاهـ ، ) = (هـ(د) ٥
  )جاهـ ، جاهـ+ جتاهـ ) = (هـ(د )٦

جتا) = (هـ(د )٧
2

جا+ ، جاهـ ١+هـ 
2

  )هـ 
 ٠ وغيرها من الأمثلة ) ٣-جتاهـ ٢ ، ١+جاهـ ) = (هـ( د )٨
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   بيانية دائرة١٠٤٠٢
  :تعطى بالصورة التالية) ٠،٠(دائرة مرآزها الصورة البيانية ل 

 )٧٠٢( ← |أ|=نق ، ) جاهـ أ ، جتاهـ أ ( = )هـ(د    
  :تعطى بالصورة التالية) ب ، جـ ( و الصورة البيانية لدائرة مرآزها 

 )٠٢٨( ← |أ|=نق ، ) جـ + جاهـ أ ب، +  جتاهـ أ ( = )هـ(د     
  ٠ حيث أ،ب،جـ أعداد حقيقية

  
   وحدة ؟٣ونصف قطرها يساوي ) ٠،٠(أوجد بيانية الدائرة التي مرآزها  -:)٧٠٢(مثال 
  -:الحل

  هي) ٠،٠(الصورة البيانية لدائرة مرآزها 
  ٣=، أ) أ جتاهـ ، أ جاهـ ) = ( هـ(د
  )حاهـ٣جتاهـ ، ٣) =(هـ(د
  

   ؟٢ونصف قطرها يساوي ) ٢،١( أوجد بيانية الدائرة التي مرآزها - :)٨٠٢(مثال 
  -:الحل

   البيانية للدائرة هيالصورة
  )حـ+ب ، أحاهـ +أجتاهـ ) = ( هـ(د
  )٢،١)=(جـ،ب( ، ٢=  أ
   )٢+ جاهـ ٢ ، ١+جتاهـ ٢)=(هـ(د
  

   بيانية القطع الناقص ٢٠٤٠٢
  :تعطى بالصورة البيانية التالية) ب،د(الصورة البيانية للقطع الناقص مرآزه 

  )٩٠٢(← )د + جاهـ جـ ، ب+ جتاهـ أ ( = )هـ(د  
  جـ=/  حيث أ،ب،حـ ،د أعداد حقيقية ، أ 

  
وطول محوره السيني ) ٠،٠( أوجد معادلة القطع الناقص والذي مرآزه -:)٩٠٢(مثال 

   ٤يساوي 
   ؟٦ وطول محوره الصادي يساوي 

  -:الحل
  الصورة البيانية للقطع الناقص هي

  )٠،٠)=(ب ، د( ، )د+ ب ، جـ جاهـ +أ جتاهـ ) = ( هـ(  د
=  أ⇐     ٤=أ٢=السيني  طول المحور 

2
4=٢  

=  جـ ⇐  ٦=جـ ٢=وطول المحور الصادي
2
6=٣  

  )جاهـ٣جتاهـ ، ٢) =(هـ(د
  
  
  

 - ٢١ -
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 وطول المحور السيني) ٢،١(أوجد معادلة القطع الناقص  والذي مرآزه  - :)٢٠١٠(مثال 
   ؟٦ وطول المحور الصادي هو ٤هو
  -:الحل

=  أ⇐     ٤=أ٢= طول المحور السيني 
2
4=٢  

=  جـ ⇐  ٦=جـ ٢=وطول المحور الصادي
2
6

2

2

=٣  

  )٢+جاهـ ٣ ، ١+ جتاهـ ٢) =(هـ(د
  

  اني مشتقة المقطوع البي٥٠٢
هѧو مقطѧع مѧن البيانيѧة        ) هѧ ـجاهѧـ ، جѧا    )=(هѧ ـ(القطѧع البيѧاني د    لѧدينا أن    آما هѧو معلѧوم      

 ٠)هѧ ـ٢هـ ،)=(هـ(هي البيانية د) 2هـ ، هـ)=(هـ( وإن مشتقة البيانية د ٠)2هـ ،ه ـ()=هـ(د
 ٠ )2هѧـ ، هѧ ـ   (هو أيضاً مقطع من مشتقة البيانية       ) هـ  هـ ، جا  جا( مشتقة القطع البياني     نأذ

علѧى  ) هѧـ   ٢هѧـ ،  ()=هѧ ـ(دهѧو مقطѧع مѧن البيانيѧة          )حاهѧ ـ٢جاهѧـ ،  () = هѧ ـ(دوبما أن المقطѧع     
   ٠)جاهـ ٢جاهـ ، (هي البيانية  ) هـ2جاهـ ،جا( مشتقة البيانية ن أذ ٠] ١،١- [ نفس الفترة 

  
  -) :٨٠٢(قاعدة 

  هي البيانية) )جاهـ(، ص) جاهـ(س)=(هـ(القطعة المستقيمة د  بيانيةمشتقة )١
، ) جاهـ(س)=(هـ(  دَ

)جاهـ(سَ
  ) ١٠٠٢(←  ))جاهـ(صَ

   حيث
) =جاهـ(صَ

ءهـ
) = جاهـ(، سَ)جاهـ(ءص

ءهـ
sx)جاهـ(  

  هوالقطع البياني)) جاهـ(، ص) جتاهـ(س) =(هـ(طع البياني  دمشتقة الق )٢
   
، ) جاهـ(س)=(هـ(  دَ

)جتاهـ(سَ
  ) ١١٠٢(← ) )جاهـ(صَ

  حيث 
) =جاهـ(صَ

ءهـ
) = جتاهـ( ، سَ)جاهـ(ءص

ءهـ
sx)جتاهـ(  

  
  
  
  
  
  
  
  

 - ٢٢ -
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  )جتاهـ ، جاهـ) = (هـ( أوجد مشتقة البيانية  د- :)٢١٠١(مثال 
  -:  الحل

  )جتاهـ ، جاهـ) = (هـ(د
=صَ

ءهـ
  جتاهـ   =َ )جاهـ=(ءص

=سَ
ءهـ
  جاهـ-=َ  )جتاهـ=(ءس

−جتاهـ ، ) = (هـ(دَ
حاهـ
  )  ظتاهـ-جتاهـ ، ) =(جتاهـ

  ) ظتاهـ-جتاهـ ، ) =(هـ(د
  

   )٣+جاهـ ٢جاهـ ، (للقطعة المستقيمة ) هـ(  أوجد  دً-:)٠٢٢١(مثال 
  -:الحل
   )٣+جاهـ ٢جاهـ ، )= (هـ(د
جاهـ ،) = (هـ(دَ

جتاهـ
  ) ٢جاهـ ، )=(جتاهـ2

جاهـ ، ) = (هـ(دً
جتاهـ
  )جاهـ ، صفر)=(صفر

  )جاهـ ، صفر) =(هـ(دً
جاهـ ،) = (هـ( أوجد مشتقة د-:)٠٢٣١(مثال 

2
2  عند) هـ جا1

     =س    ) ٢ْ     ٣٠=هـ )١
b2
1 

  :الحل
 ْ ٣٠= عندما هـ  )١
جاهـ ،) = (هـ(د

2
  )هـ 2جا1

جاهـ ، ()=هـ(دَ

 - ٢٣ -

2
1

جتاهـ
  )جاهـ ،جاهـ)=(جتاهـحاهـ2

  )اهـ جاهـ ، ج()=هـ(دَ
)=( ٣٠ ، جا٣٠جا) =(هـ(دَ

2
1،

2
1(  

= س ما عند) ٢
b
1

2
= جاهـ ⇐ 

b
1

2
جا=  هـ ⇐ 

−1
)

b2
1= (٤٥ ْ  

=  عندما س∴
b
1

2
⇐   ٤٥= هـ 

  )جاهـ ، جاهـ ) =(هـ(دَ
)=( ٤٥ ، جا٤٥جا)=(٤٥(دَ

b2
1،

b2
1(  

b2
1

،)= ( ٤٥( دَ∴ 
b2
1(  
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  امل المقطوع البياني  تك٦٠٢
2

2

 س هѧѧي نفѧѧسها البيانيѧѧة = والدالѧѧة ص ث +س=س  هѧѧي الدالѧѧة ص ٢= تكامѧѧل الدالѧѧة ص    
2س= وآذالك الدالة ص   ٠)هـ٢هـ،)=(هـ(د  أي أن   ٠)ث +هѧـ ،هѧ ـ  ( هي نفسها البيانيѧة      ث+ 2

  ٠)ث +2هـ ،هـ(هي البيانية )  هـ٢هـ ، (ل البيانية تكام
قطع م،أذن  تكامل ال )هـ٢هـ ، (هو مقطع من البيانية )  جاهـ٢جاهـ ، (قطع البياني موبما أن ال 

قطع البيѧاني  أي أن تكامل الم)ث+هـ ،هـ(هو أيضا مقطع من البيانية ) جاهـ٢جاهـ ، (البياني  
  )ث+ هـ 2جاهـ ، جا(هو المقطع البياني ) جأهـ٢جاهـ ، (

  
  -:)٩٠٢(قاعدة 

  هي البيانية)) هـ(، ص)حاهـ (س)=(هـ(دتكامل بيانية القطة المستقيمة  )١
jَجاهـ(ص) جاهـ(س (    ١٢٠٢← )xهـ،) جاهـ(س)=(هـ( د

 
ءهـ

sx)جاهـ(بث سَح  )جاهـ=(

  هي البيانية)) جاهـ(، ص) جتاهـ(س)=(هـ(تكامل بيانية القطع د )٢
jَجاهـ(ص) جتاهـ(س (   ١٣٠٢← )xهـ،) جتاهـ(س)=(هـ( د

) = جتاهـ(سَ حيث 
ءهـ

sx)جتاهـ(  

  
  ؟ التاليةتينالبيانيمن آل  أوجد تكامل ):٠٢٤١(مثال 

  )د+ب ، جـ جاهـ +أجاهـ ) = (هـ(د)  أ 
  )جاهـ٤ جاهـ ، -١) = (هـ(د) ب

  :الحل
  )د+ب ، جـ جاهـ +أجاهـ ) = (هـ(د)   أ

  أجتاهـ)=جاهـ(ب   ، سَ+ أ جاهـ ) = جاهـ(    س
j  َجاهـ(ص) جاهـ(س ( xهـ) =هـ( ص

j  د+ جـ جاهـ (أجتاهـ ( xهـ    =          

j

 - ٢٤ -

جتاهـ  )xjهـجتاهـ جاهـ حـ(أ              = xهـد +

(أ           =
2
1j +هـ ٢جا  )د جاهـ xهـجـ 

-(أ         =
4
 -د جاهـ ( أ= )د جاهـ+ هـ ٢جـ  جتا1

4
1

2

  )هـ٢ جـ جتا

Q جا٢ – ١= هـ ٢جتا  هـ 

+ د جاهـ (أ )= هـ(ص
2
 - هـجـ جا12

4
(أ = )جـ1

2
 -د جاهـ + هـ جـ جا12

4
  ) جـ1

( أب،+أجاهـ )= (د+ب ، جـ جاهـ +أجاهـ (تكامل  ∴
2
 -د جاهـ + هـ جـ جا12

4
  )) جـ1

  



  وعاتقطم               بيانية ال           الفصل الثاني                                                                                                 

  )جاهـ٤ جاهـ ، -١) = (هـ(د) ب

 - ٢٥ -

Q j)  د+ب ، جـ جاهـ +أجاهـ (هـx) = أب، +أجاهـ)
2
 -د جاهـ + هـ جـ جا12

4
  )) جـ1

  ٠= ، د٤= ، جـ ١= ،ب١-=أضع 
  
∴j)هـ) جاهـ٤ جاهـ ، -١x2  -هـ  جا٢جاهـ ، -١ = (

2
1 (  

  
  امل مايلي؟ أوجد تك):٠٢٥١(مثال 

  )١جتاهـ ،) = (هـ(د  ) أ
)جتاهـ ، جاهـ) = (هـ(د) د    ) ب

  
  :الحل

  
  )١جتاهـ ،) = (هـ(د) أ

  جاهـ-= جتاهـ ، سَ=)جتاهـ( س
j = جاهـ-  جتاهـ xهـ=)جتاهـ(ص

j xهـ) هـ(د∴ 

j

  )جتاهـ ، جتاهـ =(
  )جتاهـ ، جتاهـ(هي البيانية ) ١جتاهـ ، (أي أن تكامل البيانية 

  
  
  )جتاهـ ، جاهـ) = (هـ(د) ب
  جاهـ-)= جتاهـ(جتاهـ ، سَ)=جتاهـ(س

2
هـ   xjهـ جاهـ جاهـ -)= جتاهـ(ص جا- xهـ =

Qj
2

 =xهـهـ  جا-
4
-هـ ٢جتا1

2
  هـ1

جتاهـ ، ) = (جتاهـ ، جاهـ( تكامل ∴
4
-هـ ٢جتا1

2
  )هـ1
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   نظرية البصمة البيانية٧٠٢
  -:البصمة البيانية تنص التالي نظرية 

لدراسة أو معرفة بيانية يكفى فقط أخذ مقطع من تلك البيانية والذي يعطي نفس خواص     
   ٠ا محد البيانية إلى 

  
   مقطع من منحنى بياني أسفل الذي يمثل) ٥٠٢(شكللأنظر ا

  
  

  
  
  
  
  
  
  

يكفنا أن نأخذ ثلاث ٠ )هـ2جاهـ ، جا(قطع مالمطلوب أيجاد بيانية المنحنى والذي قطع منه ال
) ١٠٢(آما هو موضح في الجدول لإيجاد بيانية المنحنى ) هـ2جاهـ ، جا(قطع منقاط من ال
  ٠) ١،١(، ) ٠،٠(، ) ١،١-(وهن آالتالي

  
  )س ، ص( هـ2جا= ص جاهـ=س  هـ
-١،١-(  ١  ١-  ٩٠(  

  )٠،٠(  صفر  صفر  صفر
١،١(  ١  ١  ٩٠(  
  )١٠٢(جدول                           

  
  جـ+ب س  +٢أس=قطع أنه يمثل معادلة منحنى من الدرجة الثالثة   صممعلوم من ال

 ٠= ، ص٠=عندما س  )١(  ← ٠= حـ ⇐
  )٢( ← ١=ب- أ⇐ ١= ، ص١-=عندما س
  )٣( ← ١=ب+ أ⇐ ١= ، ص١=عندما س

  ٠= ، ب١=ينتج أن أ) ٣(، ) ٢(من 
  ) ٢هـ ، هـ( والتي تكافئ البيانية ٢س= معادلة المنحنى هي ص∴
  ٠) ٢هـ ، هـ(هو جزء أو مقطع من منحنى البيانية ) هـ2جاهـ ، جا( القطع البياني ∴
  
  
  

    
  

 - ٢٦ -
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وآذالك المستقيم ) ١-جاهـ ٣جاهـ ،)=(هـ(أوجد طرفي القطعة المستقيمة  د- :)٠٢٦١(مثال 
   القطعة؟ أخذ منهالذي

  
  -:الحل

 - ٢٧ -

= ضع هـ 
2
π،

2
−π  

=عندما هـ 
2
π د ) ⇐

2
π)= (جا

2
π ، جا٣

2
π  -٢،١ )=(١(  

=عندما هـ 
2
π −

⇐ ( د 
2
−π)=(جا

2
π ، جا٣ −

2
π  -٤-،١-) =(١(  −

  )٤-،١-(والطرف الأخر هي النقطة ) ٢،١(الطرف الأول هي النقطة ∴
  

  هي البيانية) ٤-،١-(و) ٢،١(معادلة المستقيم الذي يمر بالنقطتين 
   )١-هـ ٣هـ ، )=(هـ(         د



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 

 
 

 
 
 

   
 
 



 الفصل الثالث                                                                                                                بيانية المربع والمستطيل

   المقدمة١٠٣
فѧѧي هѧѧذا الفѧѧصل سѧѧوف نحѧѧاول إيجѧѧاد الѧѧصورة البيانيѧѧة للإشѧѧكال الرباعيѧѧة مثѧѧل المربѧѧع  

 فكمѧا هѧو معѧروف لѧدينا         ٠ن المدخل إلى أشكال هندسية أخرى       والمستطيل والتي بدورها ستكو   
  :أن الصورة البيانية للدائرة تعطى آما يلي

   )حـ+ب ، أ جاهـ +أ جتاهـ )= (هـ (        د
 والѧسؤال هنѧا هѧل يمكѧن         ٠يѧساوي نѧصف قطѧر الѧدائرة       | أ|ئرة ،   يمثل مرآѧز الѧدا    ) جـب،(حيث  

  ٠ عامة مثلاً للمربع والمستطيل صورة بيانيةوضع 

  
هѧѧل بѧѧالمكن تمثيѧѧل هѧѧذا  ٠ أ ب جѧѧـ د المربѧѧعأعلѧѧى والѧѧذي يمثѧѧل ) ١٠٣( فلѧѧو نظرنѧѧا إلѧѧى الѧѧشكل  

ورة البيانيѧة الرياضѧية     ومѧا هѧي الѧص     )) هѧ ـ(، ص ) هѧ ـ(س) =(هـ( بالصورة البيانية د   المربع
  ٠خلال هذا الفصللهذا الشكل؟ الجواب نعم وهذا أن شاء االله سوف نوضحه 

  
  سكفا و سلفا الدالتان  ٢٠٣

  تعطى آالتالي) هـ(فالدالة سكفا 

)هـ(سكفا

0،
2
2هـ3

هـ،جتاهـ
2
3

1،
2

هـ

هـ0،حاهـ
2

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

π
≥≥π

−π≥≥
π

π
≥≥π

≥≥
π

  

 
  )هـ ، سكفاهـ ) =(هـ(أسفل و الذي يمثل منحنى البيانية د) ٢٠٣(أنظر الشكل 

 - ٢٩ -
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  فتعطى آالتالي) هـ(فاأما الدالة سل

)هـ(سلفا

،جاهـ
2
2هـ3

هـ،1
2
3

،جتاهـ
2

هـ

هـ0،0
2

=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−
π

≥≥π

π≥≥
π

−
π

≥≥π

≥≥
π

2

  

و الذي يمثل أسفل ) ٣٠٣(أنظر الشكل π٠ن هما دالتان دورية و دورهما هو يعلماً بان الدالت
  )هـ ، سلفاهـ ) = (هـ(منحنى البيانية د

   

  
  العلاقة بين سكفا و سلفا١٠٢٠٣ 

  :سلفا تعطى بالعلاقة التالية فالعلاقة بين الدالة سكفا والدالة 
π - هـ(سلفا = )هـ(سكفا      

2
(     ←  )١٠٣(  

  
  ٠  بين الدالة سكفا والدالة سلفا أآثر وضح العلاقةأسفل والذي ) ٤٠٣(لشكل أنظر ا

  
 - ٣٠ -
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  مثل ما يلي بيانياً؟ : )٣١٠(مثال 
  )سكفاهـ ،جاهـ) = (هـ(د) ١
  )ـ سلفاهـهـ ،  سكفاه) = (هـ(د) ٢
  )سكفاهـ ، سلفاهـ) = (هـ(د) ٣
  

  :الحل
  

)سكفاهـ ،جاهـ) = (هـ(د ١(  
  

حاهـ=ص سكفاهـ=س )س،ص(هـ
حاهـ جاهـ

 - ٣١ -

٠≥≥ هـ 
2
π  )حاهـ ، حاهـ(

) ، حاهـ١( حاهـ ١ π  ≥≥π هـ 
2

) جتاهـ ، حاهـ -( حاهـ جتاهـ - π≥هـ≥
2
3π  

) ، حاهـ٠( حاهـ ٠
2
3π

2π≤هـ  ≤
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 )٢  )هـ ،  سكفاهـ سلفاهـ) = (هـ(د
  

x  سكفاهـ = ص
سلفاهـ

سلفاهـ سكفاهـ )س،ص(هـ

٠ ٠ جاهـ

 - ٣٢ -

٠≥≥ هـ 
2
π  ) ، ٠هـ(

) جتاهـ-هـ ، ( جتاهـ- جتاهـ- ١ π  ≥≥π هـ 
2

) جتاهـ-هـ ، ( ١ جتاهـ- جتاهـ - π≥هـ≥
2
3π  

)٠هـ ، ( ٠ جاهـ- ٠
2
3π

2π≤هـ  ≤

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  )سكفاهـ ، سلفاهـ) = (هـ(د) ٣
  

سلفاهـ= ص سكفاهـ= س )س،ص(هـ
٠ جاهـ ٠≥≥ هـ 

2
π  )٠هـ ، جا(

) جتاهـ- ، ١( جتاهـ - ١ π  ≥≥π هـ 
2

)١هـ ،  جتا-( ١ جتاهـ - π≥هـ≥
2
3π  

) جاهـ- ،٠( جاهـ- ٠
2
3π

2π≤هـ  ≤
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   بيانية المربع والمستطيل ٤٠٣

  : بيانياً بالصورة البيانية التالية  يمكن تمثيل الشكل المستطيل 
  
  )٢٠٣(←     جـ≠أ   ، )د+ ب ، جـ سلفاهـ + أ سكفاهـ = ( ) هـ(      د 
  

  ٠حيث أ يمثل طول المستطيل ، جـ يمثل عرض المستطيل
⇐ ٠= ، فعندما هـأرآان المستطيلإحدى تمثل إحداثيات أول )  ب ،د(أما   ٠)ب،د)=(٠( د

  أمثلة على ذالك
  ) سكفاهـ ، سلفاهـ٢) = (هـ(د )١
)١+سلفاهـ  ٣سكفاهـ ، ) = (هـ(د  )٢

 )٣  )٢-سلفاهـ ٢ ، ٢+ سكفاهـ ٣) = (هـ(د
  )١٠٣(يمكن الحصول عليها من الصورة البيانية أما بالنسبة لبيانية المربع 

  جـ= وذالك بوضع أ
  

  )٣٠٣(← )        د+ ب ، أ سلفاهـ + أ سكفاهـ ) = ( هـ(           د
  

  . أرآان المربعتمثل إحداثيات أول إحدى)  ب ،د(, حيث أ يمثل طول أحد أضلاع المربع 
  أمثلة على ذالك

  )سكفاهـ ،سلفاهـ) = (هـ(د )١
)سكفاهـ ، سلفاهـ+١) =( هـ(د  ٢( 

  )سلفاهـ+٢سكفاهـ ، ٢) = (هـ(د )٣
    -):٢٠٣(قاعدة 

   نتبع التالي   )د+ ب ،جـ سلفاهـ+ أ سكفاهـ ) = ( هـ(د لإيجاد بيانية الشكل المستطيل 
    أصغر قيمة من س=    ب  ، أصغر قيمة من س–  أآبر قيمة من س=  أ )  ١    
  أصغر قيمة من ص= ، د   أصغر قيمة من ص–أآبر قيمة من ص =    جـ )٢    

  
  جـ=وذالك عندما ألمربع هي الصورة البيانية للمستطيل ول) ٢٠٣(بيانية  تعتبر الصورة ال*  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 - ٣٣ -
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  اثيات التاليةأرآانه على نقاط الإحد والواقع  أوجد بيانية الشكل الرباعي-:)٢٠٣(مثال
  ؟)٥،١(،) ٥،٣(،) ٣،١(، ) ١‘١               (

  :الحل
  )د+ ب ، جـ سلفاهـ + أ سكفاهـ ) = ( هـ(  د

⇐ ٤=١-٥=   ،جـ٢=١-٣=أ    ٤=جـ  ,  ٢=أ     

⇐ ١=)أصغر قيمة من ص(=، د ١=) أصغر قيمة من س(=  ب  ١=د   ،   ١=ب  

  هي) المستطيل(بيانية الشكل الرباعي 
  )١+ سلفاهـ  ٤  ، ١+ سكفاهـ  ٢) = (هـ(د
  

   واقعة على النقاطاثنتان من أرآانه  إحداثيات  والذيأوجد بيانية المستطيل): ٣٠٣(مثال
  ؟)١-،١(، ) ١،٣-(

  :الحل
Q  واحد يوازي محور السيني  خط مستقيم علىلا يقعان) ١-،١(، والنقطة ) ١،٣-(النقطة 
  المحور الصاديأو 

  ،تقعان على رآين متقابلين ) ١-،١(، ) ١،٣-(أي أن النقطتين 
  ) ١-،٣-(،) ١،١(النقطتان الآخران هما  ومما سبق نستنتج أن 

∴    )٣،١- (،)١،١(،) ١-،١(،) ١-،٣-(أرآان المستطيل هي إحداثيات   

  ١-= ، د٢)=١-(-١= ، جـ ٣-= ، ب٤)=٣-(-١=  أ
  )١-سلفاهـ ٢ ، ٣- سكفاهـ٤) = (هـ( د

    
   المستطيل في آل ما يلي ؟ طول و عرضأوجد: )٤٠٣(مثال
  )سلفاهـ +١ سكفاهـ ، ٢) = (هـ(د )١

)فاهـ سل٣+ ١سلفاهـ ،)=( هـ(د  ٢( 
  )اهـسكفاهـ ، سلف٢ -) =(هـ(د )٣
  :الحل

)سلفاهـ+ ١ سكفاهـ ، ٢) = (هـ(د  ١( 
  ٢=|٢|=|أ|= طول المستطيل 

  ١=|١|=|جـ|=عرض المستطيل 
)سلفاهـ ٣+ ١سلفاهـ ،)=( هـ(د  ٢( 

  ٣=|٣|=|جـ|= طول المستطيل 
  ١=|١|=|أ|= عرض المستطيل 

)سكفاهـ ، سلفاهـ٢ -) =(هـ(د  ٣( 
  ٢=|٢-|=|ا|= طول المستطيل 

  ١=|١|=|جـ|=وعرضه

 - ٣٤ -
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 - ٣٥ -

  أوجد أحداثيات أرآان المستطيل في آل ما يلي؟): ٥٠٣(مثال
  )سلفاهـ٢اهـ ، سكف+١) = (هـ(د )١
 ) سلفاهـ-١سكفاهـ ، ٢-)=(هـ(د )٢
 

  :الحل
  

  )سلفاهـ٢سكفاهـ ، +١) = (هـ(د)١  
   آما هو موضح في الجدول أسفل١،١،٠،٠ = و نضع سلفاهـ ٠،١،١،٠= نضع سكفاهـ

    
)س،ص(سلفاهـ٢=صسكفاهـ+١=سسلفاهـسكفاهـ

٠،١(٠٠١٠(
٠،٢(١٠٢٠(
٢،٢(١١٢٢(
١،٢(٠١١٢(
  

  )٢،١(،)٢،٢(،)٠،٢(،)٠،١( هي إحداثيات أرآان المستطيل
  

  ) سلفاهـ-١سكفاهـ ، ٢-)=(هـ(د)٢
  
  

)س،ص(سلفاهـ -١=صسكفاهـ٢-=سسلفاهـسكفاهـ
٠،١(٠٠٠١(
٢،١-(٢١-١٠(
٢،٠-(٢٠-١١(
٠،٠(٠١٠٠(

  
)٠،٠(،) ٠،٢-(، ) ١،٢-(، ) ١،٠ (إحداثيات أرآان المستطيل هي

  
  
  
  
  
  



  
  
  
  
  
  
  
  
  
 



                                                                                                                  بيانية السطوحالفصل الرابع             

   المقـــدمـة١٠٤
المتواجدة فѧي إطѧار سѧطح مغلѧق         ) س ، ص  (نقاط الإحداثيات   السطح البياني هو مجموعة من      

 ٠والتѧѧي تѧѧشكل مѧѧساحة سѧѧطح ربѧѧاعي أو دائѧѧري أو غيѧѧر ذالѧѧك أو سѧѧطح شѧѧبه مغلѧѧق  أو مفتѧѧوح
 المѧѧѧستقيمة أ ب جѧѧѧـ د والمحѧѧѧدد بѧѧѧالقطع  والѧѧѧذي يمثѧѧѧل مѧѧѧساحة مربѧѧѧع    ) ١٠٤(أنظѧѧѧر الѧѧѧشكل  

  ٠)١-جاهـ ،(،)١جاهـ ،(،)اهـ،ج١-(،)،جاهـ١(

  
لوجدنا أنة يحتوي على مجموعة من نقاط الإحداثيات أعلي ) ١٠٣(فلو نظرنا إلي الشكل 

(،)١-،١-(،)١،١-(مثل 

 - ٣٧ -

2
1 ،

2
1 (،)

2
1،

3
1 (،)

b2
وغيرها من النقاط  ) ٠،٠( ،)١،1

  ٠المتواجد ضمن السطح المغلق  أ ب جـ د 
) ٣،٤(،) ٢،٢(،)١،٢( ونلاحظ أيضا هناك مجموعة من نقاط التي لا تمثل هذا الѧسطح مثѧل     

إحداثيѧة تنتمѧي إلѧي الѧسطح         وغيرها من النقاط التي لا تنتمي إلي هذا السطح وتسمي آل نقطة             
وتѧسمى آѧل نقطѧة لا تنتمѧي         ) و  ،جѧا  هѧ ـ جѧا )= (هѧـ ،و  (انية د   أ ب جـ د نقطة بيانية ضمن البي       

  ٠ )جا هـ ، جا و)= (هـ ، و(نقطة غير بيانية ضمن البيانية دإلى السطح أ ب جـ د 
  

   الصورة البيانية للسطوح٢٠٤
  :الصورة العامة للسطوح البيانية تعطى بالشكل الأتي

  )١٠٤(   ←  ))،و هـ(ص ، )،و هـ(س ( = )و ، هـ(د      
  ,حيث هـ ، و متغيرات حقيقية 

  ى قيم هـ ،وليمثل المحور السيني و محتواه يعتمد ع)  هـ ،و(س
  أيضاً يعتمد على قيم المتغيرات هـ ، ويمثل المحور الصادي  ومحتواه )  هـ ،و(ص

البياني الأول ) هـ (بيانية محوران ذات متغيرين ، ويسمى) ١٠٣(و تسمى الصورة البيانية 
  ٠ني الثاني البيا) و (،

  :وفما يلي سوف نورد بعض الأمثلة على السطوح البيانية
  )جاهـ ، جا و) = (هـ ، و(د )١
)حا و٢جاهـ  ، +١) = ( هـ ، و(د  )٢

)جتا و ، حا و+ جاهـ ) = (هـ ، و(د  ٣( 
)١+ ، و ٢هـ) = (هـ ، و(د  )٤
)و ،هـ + هـ ) = (هـ ، و(د  )٥

)جاهـ ، و) = (هـ ، و(د  ٦( 
)وجتا +  ،هـ ١+و ) = (هـ ، و(د  )٧
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   ارسم السطح التالي بيانياً؟- :)١٠٣(مثال 
  )وجا + ١حاهـ ،  + ١) = (هـ ، و(د 

  -:الحل
)س ، ص(جاو+١=صجاهـ+١=سوهـ
٢ ، ٢(٩٠٩٠٢٢(
)١ و٥  ،٢(١و٩٠٣٠٢٥
١ ،٢(٩٠٠٢١(
)٠و٥ ،٢(٠و٣٠٢٥-٩٠
٢،٠(٩٠٢٠-٩٠(
)٢ ،١و٥(١٢و٣٠٩٠٥
)١و٥ ،١و٥(١و١٥و٣٠٣٠٥
)١،١و٥(١١و٣٠٠٥
)٠و٥ ،١و٥(٠و١٥و٣٠٥-٣٠
)٠ و٥،١(١٠و٩٠٥-٣٠
٢ ،١(٠٩٠١٢(
)١و٥ ،١(١و٠٣٠١٥
١ ،١(٠٠١١(
)٠و٥ ،١(٠و٣٠١٥-٠
٠ ،١(٩٠١٠-٠(
)٢ ،٥’٠(٠٢و٣٠٩٠٥-
)١و٥ ،٠و٥(١’٠٥و٣٠٣٠٥-
)١ ،٠و٥(٠١و٣٠٠٥-
)٠و ٠،٥و٥(٠و٠٥و٣٠٥-٣٠-
)٠ ،٠و٥(٠٠و٩٠٥-٣٠-
-٠،٢(٩٠٩٠٠٢(
)١و٥، ٠(١و٩٠٣٠٠٥-
-٠،١(٩٠٠٠١(
)٠و٥ ،٠(٠و٣٠٠٥-٩٠-
-٠،٠(٩٠٠٠-٩٠(

  )١٠٤(                             جدول 

 - ٣٨ -
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   أنواع السطوح البيانية ٣٠٤
  :هناك ثلاثة أنواع من السطوح البيانية وهي

   المغلقالسطح )١
السطح شبه المغلق أو السطح شبه المفتوح  ٢( 

 ٠) السطح الشامل(السطح المفتوح  )٣
  

   السطح المغلق ١٠٣٠٤
والصورة البيانية . السطح المغلق و هو السطح الذي يكون مغلق من جميع الاتجاهات 

  العامة لسطح مغلق هي 
  )  ٢٠٤( ← ))جاو(ص ، )جاهـ(س( = )و ، هـ(د     

  
  -):٤١٠(قاعدة 

  :لتمثيل أي سطح مغلق تعطى بالصيغة التاليةأبسط صورة بيانية 
  ) ٣٠٤(   ← )د  +ب ، جـ جاو + أ جاهـ ) = ( هـ ،و(د  

  ٠ وهي إعداد حقيقية حيث أ ، ب ، جـ 
  

  -) :٤٢٠(قاعدة 
لرسم سطح مغلق على محور الإحداثيات يكفي أن نوجد نقاط أرآان السطح المغلق ثم 

المغلق وبهذا تكون مجموعة النقاط المتواجد في حديد محيط الشكل نصل بين تلك النقاط لت
  .أطار محيط الشكل المغلق هي نقاط بيانية ضمن السطح المغلق

  
  )جاو + ١جاهـ ، ) = (هـ ،و( أرسم البيانية د- :)٤٢٠(مثال  

  -:الحل
  

ص س و )س،ص(هـ
٢ ١ ٩٠ ٢،١(٩٠(
٠ ١ -٩٠ ٠،١(٩٠(
٢ -١ ٩٠ -٢،١-(٩٠(
٠ -١ -٩٠ -٠،١-(٩٠(

  )٢٠٤(          جدول 
  
  
  
  
  
  
  
  
 - ٣٩ -



                                                                                                                  بيانية السطوحالفصل الرابع             

  -) :٤٣٠(قاعدة 
   ٠)د +  ، جـ جاهـ ب+ أ جاهـ ) = ( هـ ، و(لإيجاد بيانية سطح مغلق د

يѧѧساوي ) ب+ أ -(يѧѧساوي أآبѧѧر قيمѧѧة مѧѧن س تقѧѧع فѧѧي أحѧѧدى أرآѧѧان الѧѧسطح ،    ) ب+أ(نѧѧضع 
يѧساوي أآبѧر قيمѧة      ) د   +جѧ ـ( وآذالك نѧضع     ،في أحدى أرآان السطح     أصغر قيمة من س تقع      

 ص موجѧودة فѧي    يѧساوي أصѧغر قيمѧة مѧن       ) د+ جѧـ    -(من ص تقع على أحدى أرآان الѧسطح ،          
  د  ، جـ ، ب ، ثم نحل آل معادلتين على حدي  ليجاد قيم أ٠أحدى أرآان السطح 

  
   أوجد بيانية السطح المغلق والواقع أرآانه على النقاط الإحداثيات وهي- : )٤٣٠(مثال 

  ؟) ٣،٤(،) ١،٤(،) ٣،٢-( ،)١،٢- (
   -:الحل 

⇐  ٢-=ب + أ- ، ٤=ب + أ     نضع  ١= ،ب ٣=   أ

⇐ ١= د +جـ - ، ٣=د  +جـ   نضع   ٢=  ،د١= جـ 

∴  )٢+ ، جاو ١+جاهـ ٣) = (هـ( بيانية السطح  د

  
  ) أو شبه المفتوح( السطح شبه المفتوح ٢٠٣٠٤
  ٠ شبه المفتوح هو السطح الذي يكون مفتوح من جانبين ومغلق في الجانبين الآخرينالسطح

  والصورة البيانية العامة لسطح شبه مفتوح هي
 )١   ن السطح مفتوح عبر المحور السيني عندما يكو ))جاو(، ص) هـ(س) = (هـ ، و(د
  مفتوح عبر المحور الصاديعندما يكون السطح )) و(، ص) جاهـ(س) = (هـ ،و(د )٢
  

-) :٤٢٠(قاعدة 
  : بيانية لتمثيل سطح شبة مفتوح تعطى بأحدي الصورتين أبسط صورة

   المحور الصادي على عندما يكون السطح المفتوح خلال المحور السيني ومغلق )١
  ) ٦٠٤(← ) ب+ هـ ، أ جا و ) = (هـ ،و(د           

  صادي ومغلق على المحور السيني عندما يكون السطح مفتوح خلال المحور ال )٢
  )٧٠٤(← ) ب، و+ أ جا هـ ) = ( هـ ،و(د           

  
  وهنا سوف نورد بعض الأمثلة على ذلك 

 )١  )هـ ، جا و) = (هـ ،و(د
)٣+ جا و ٢هـ ،) = (هـ ،و(د  )٢
)جاهـ ، و٢) = (هـ ،و( د  )٣

)، و ٧+حاهـ ٣) = (هـ ،و( د  ٤( 
  الخ٠٠٠٠٠٠)    و٢جاهـ ، ) = (هـ ،و( د )٥
  
  
  
  
 

 - ٤٠ -
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   السطح المفتوح ٣٠٣٠٣
السطح المفتوح هو السطح الذي يكون مفتوح في جميع الاتجاهات والصورة البيانية 

  :العامة لسطوح المفتوحة هي 
  )٤٨٠( ← ) )و( ص ، )هـ(س( = )،و هـ(د  
   

  -):٣٠٤(قاعدة 
وصѧѧورته ) س ، ص(  هѧѧو الѧѧسطح الѧѧذي يحѧѧوي جميѧѧع نقѧѧاط الإحѧѧداثيات    الѧѧسطح الѧѧشامل  

فѧأي نقطѧة علѧى محѧور الإحѧداثيات       ٠)هѧـ ،و ) = ( هـ ،و( د في أبسط صورة هي   البيانية  
   أو السطح الشامل )هـ ، و) = (هـ ،و(هي نقطة بيانية من البيانية د

  
   السطح الدائري٤٠٤

) ٤٠٤( فلو نظرنا إلي الѧشكل       ٠ عن دوران عدد مرآب      السطح الدائري هو السطح الناتج    
، نجѧد أن سѧطح الѧدائرة تولѧد عѧن دوران العѧدد         ١والذي يمثل مѧساحة دائѧرة نѧصف قطرهѧا           

أسѧفل والѧذي   ) ٣٠٤(شѧاهد الجѧدول   ولتوضيح أآثر  ٠ و بزاوية  مقدارها هـ      ١=المرآب ع 
  ٠) ٠،١=( أو ع١=يبين لنا آيف أن السطح نشأ من دوران العدد المرآب ع

   
)هـ(الزاوية  ) ، هـ |ر|(|ر|ل العدد المرآب 

)١  ْ ٠  )ْ ٠،١  
)١  ْ ١  )ْ ١،١  

 - ٤١ -

)١  ْ ٢  )ْ ٢،١  
)١  ْ ٣  )ْ ٣،١  
)١  ْ ٤  )ْ ٤،١  
)١  ْ ٥  )ْ ٥،١  

  M

M

M

M

M

M

M

M

M

M    
)١  ْ ٣٠  )ْ ٣٠،١  

  M    
)١  ْ ٩٠  )ْ ٩٠،١  

  M    
)١  ْ ١٨٠  )ْ ١٨٠،١  

  M    
)١  ْ ٣٦٠  )ْ ٣٦٠،١  

  M  M  
  

  )٣٠٤(                          جدول 
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 - ٤٢ -

 ٠٠٠)  ٣،١(،) ٢،١(، ) ١،١( نجѧѧѧد أن الأعѧѧѧداد المرآبѧѧѧة   لѧѧѧسابقأ) ٣٠٤(مѧѧѧن الجѧѧѧدول 
 الѧѧѧѧخ نتجѧѧѧѧت أساسѧѧѧѧا مѧѧѧѧن دوران العѧѧѧѧدد   ٠٠٠) ٩١،١(،)٩٠،١(٠٠٠) ٣١،١(،) ٣٠،١(

طرهѧѧا ، وفѧѧي النهايѧѧة هѧѧذه الأعѧѧداد شѧѧكلت مѧѧساحة سѧѧطح دائѧѧرة نѧѧصف ق   ) ٠،١(المرآѧѧب 
هѧي الѧصورة البيانيѧة لѧسطح        ) ،هѧ ـ| ر|( نستنتج مما سبق أن الصورة البيانية        ن أذ ٠الواحد  
  ٠ وتسمى الصورة البيانية المرآبة الدائري

  
  -) :٤٤٠(قاعدة 

  : تعطى بالصيغة التالية  لسطح دائري  البيانية  الصورة 
  )٩٠٤(← ))    هـ(، ز) هـ(ر) = ( هـ (   د

    حيث
  يتغير بتغير المتغير هـ ، العدد المرآب والذي يمثل طول) هـ(ر
  يمثل زاوية العدد المرآب والذي أيضا يتغير بتغير المتغير هـ ،) هـ(ز

  ٠ هـ  متغير يتحكم بقيم آل من طول و زاوية العددالمرآب
     

  -) :٤٥٠(قاعدة 
  الصورة البيانية لعدد مرآب هي 

  )١٠٠ ٤(← )   ، ب| أ| ) = (هـ(  د
  ثابت يمثل طول عدد مرآب ،حيث أ عدد 
  ٠د ثابت يمثل زاوية عدد مرآب       ب عد

   )ْ ٤٥،٢)= (هـ(د:  مثال
  

  -) :٤٦٠(قاعدة 
  هي ) ٠،٠(الصورة البيانية لسطح دائرة مرآزها 

  )١١٠٤(← )   أ ، هـْ ) = (هـ(  د
  نق=  حيث  أ عدد حقيقي موجب ثابت ، أ

   ٠  ، هـ  متغير يمثل زاوية العدد المرآب 
  

  :ملاحظة 
) ر ، ز) =(هـ(و الصورة البيانية د)  س ، ص) =(هـ(هناك تشابه بين الصورة البيانية  د

ولكي ، الشكل وتختلفا من حيث المضمون والتي تسمى الصورة البيانية المرآبة من حيث
   ٠النسبة للصورة البيانية المرآبة نفرق بينهما نضع دائرة صغيرة فوق حرف الدال ب

  : كون الصيغة البيانية المرآبة بالصورة التالية  لذا سوف ت
  ) )هـ(، ز) هـ(ر) = (هـ(دْ    
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  :و فما يلي سوف نورد بعض الأمثلة على الصورة البيانية المرآبة
  )  حاهـ٣٠ ، ١) = (هـ(ْ د) ١
  ) ، هـ ٢) = (هـ(دْ ) ٢
  )هـ ، هـ ) =(هـ(وهذه تكافئ البيانية د) ٤٥هـ ،) = (هـ(دْ ) ٣
  وغيرها من الأمثلة المعقدة)  جاهـ ، هـ) = (هـ(دْ ) ٤
  

   أرسم فما بلي بيانياً ؟- :)٤٤٠(مثال 
  )٤٥،١)= (هـ(دْ ) ٢،   )       جاهـ ٤٥ ، ١)=(هـ(دْ ) ١  

  :الحل
)       جاهـ ٤٥ ، ١)=(هـ(دْ ) ١ 

جاهـ٤٥)=هـ(ز ١)=هـ(ر )ر،ز(هـ
)٩٠  ١  ٤٥  )٤٥،١  

 - ٤٣ -

M  
٣٠  
M  

٤٥  
M  
-٤٥  
M  
-٩٠  
  

M  
١  
M  
١  
M  
١  
M  
١

M

M

M

M

  
  ٢٢و٥

  
٣٢  
  
-٣٢  

  
-٤٥

M  
 )٢٢و١،٥(
M  
)٣٢،١(  
M  
)٣٢-،١(  
M  
)٤٥-،١(

  )٤٠٤( جدول                    
  

  )٤٥،١)= (هـ(دْ  )٣
 

)هـ(ز )هـ(ر )ر،ز(هـ
 صفر  ١  ٤٥ )٤٥،١(
M    M

M

M

M

M

  
٣٠  
  
٤٥  
  
٩٠  
  

١٨٠  
  
  

M

M

M

M

M

M

M

M

  
١  

  
١  

  
١  

  
١  
M  

٤٥  
  
٤٥  
  
٤٥  
  
٤٥  
M  

)٤٥،١( 
M  
)٤٥،١( 
M  
)٤٥،١( 
M  
)٤٥،١( 
M  
  

  )٥٠٤(جدول              
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   أآتب الصورة البيانية لكل ما يلي؟- : )٤٥٠(مثال 
  )٠،٠( ومرآزها ٧سطح دائرة نصف قطرها يساوي  )١

ت + ١= العدد المرآب ع   ٢( 
)٠،٠( ومرآزه ٢= نصف سطح دائرة واقع فوق المحور السيني حيث نق   )٣

  :الحل
 )١   هي ٧ونصف قطرها ) ٠،٠( لسطح دائرة مرآزها الصورة البيانية

  ) ، هـ٧) =(هـ(دْ 
  

 )٢  ت + ١= ع 

 - ٤٤ -

( b2=ت +   ا 
b
1

2
 ، 

b2
1، ٤٥(  ( )= 2 b

b2()=هـ(دْ   )٤٥ ،

  
) ٠،٠(ة واقع فوق المحور السيني ومرآزه دائرسطح الصورة البيانية لنصف  )٣

   هي٢ونصف قطره 
π π(    جاهـ  +  ، ٢) = (هـ(دْ 
2 2

π
2
π=()٢، (  دْ  π= فعندما هـ   ⇐

2
د عدد مرآب يطابق المحور وهذا يمثل أبع) 

  السيني السالب
π − −π ْد ) ⇐=وعندما هـ  

22
 وزاويته ٢وهذا يمثل عدد مرآب طوله ) ،صفر٢) = (

   ٠ر أبعد عدد مرآب في الطرف الأخر صفر درجة ويعتب
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  المقدمة ١٠٥
المجموعة الشمسية هي آل ما يقع في حقل جاذبية الشمس و يѧدور حولهѧا مѧن آواآѧب و     

ذالѧك  لمѧدار  لبيانيѧة  الصѧيغة ال  ذا الفصل سوف نحѧاول إيجѧاد   في هف ٠آويكبات و أقمار و شهب
و لكننѧا فѧي هѧذا الفصѧل سѧنكتفي فقѧط        ٠يتحѧرك فيѧه الجسѧم حѧول جسѧم آخѧر      الخط الوهمي الذي 

يدور  ملمدار جسفالصورة البيانية   ٠بإيجاد الصورة البيانية للمدار الأرض و آذالك مدار القمر
  :بالصورة البيانية التالية تعطى  حول الشمس

  
)=(هـ(د

 2
،])|حاهـ| -١)(ب-أ+( جتاهـ)ب+أ([ 1

2
      )])|حتاهـ| -١)(د - جـ+(جاهـ ) د+جـ([ 1

  زω= هـ  أ ، ب ، جـ ، د ثوابت ،  حيث
  

         
  
   حيث ٠أعلي و الذي يمثل مدار الأرض حول الشمس) ١,٥(الشكللو نظرنا إلى ف
  ،)٠،٠(يمثل مرآز محور الإحداثيات  الشمسمرآز   م 
  ،يمثل المسافة بين مرآز الشمس و مرآز الأرض  ر 
  زω=، هـ)ر(المستقيم تمثل الزاوية المحصورة بين المحور السيني و   هـ

  و من الشكل أعلى نجد أن
  ر جاهـ= ر جتاهـ ، ص= س
  الصورة البيانية العامة ←) س،ص)=(هـ(د
  2س=1سعندما  )ر جتاهـ ، ر جاهـ)=(هـ(د

و آما هو معروف لدينا بأن المسافة بين الشمس و الأرض تختلف من يوم إلى أخر علي مدار 
  :إي أن الصورة البيانية لمدار جسم يدور حول الشمس تعطي آما يلي ٠السنة

)=(هـ(د
2
  )جاهـص ،)]| جاهـ| - ١) (2س-1س(-جتاهـ )2س+1س[(1

  :حيث
  ْ  ٠=عندما هـ  1س=س
  ْْ ١٨٠=عندما هـ   2س=س
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 ‐ ٤٧  - 
 

  بيانية مدار الأرض حول الشمس ٢٠٥
يوم و يتميز مدار الأرض  ٣٦٥,٢٥ إيتدور الأرض حول الشمس دورة آاملة في السنة 

المسافة بين الشمس و الأرض من يوم إلى أخر علي مدار ، لذلك تختلف يبالشكل البيضاو
، و يبلغ معدل أسفل و الذي يمثل مدار الأرض حول الشمس) ٢,٥(أنظر الشكل ٠السنة

و تكون الأرض أبعد ما يكون عن  ٠مليون آم ١٥٠ي المسافة بين الشمس و الأرض حوال
بحوالي ) الحضيض(مليون آم بينما تكون أقرب مسافة ١٥٢,٥بحوالي ) الأوج(الشمس 
  ٠مليون آم ١٤٧,٥

  

  
  

  :مما سبق نستنتج التالي
5147109=أقرب مسافة بين الأرض والشمس  ) أ    م ×,
Q الحضيض(يناير من السنة  ٣تكون في يوم أقرب مسافة للأرض(  
5147109=1س ∴ 3( جتا  ×,

25365
2

×
,

π=(5147109 3147109=,05جتا×,   م×,

5252109= أبعد مسافة بين الأرض و الشمس ) ب    م×,
Q  الأوج(يوليو من السنة  ٤أبعد  مسافة للأرض تكون في يوم(  
5252109=2س ∴ 3( جتا  ×,

25365
2

×
,

π=(5252109 3152109=,05جتا×,   م×,

=س
2
  ]| جاهـ|) 2س-1س+ ()2س-1س(- جتاهـ)2س+1س([1

=س
2
  )]| جاهـ| -١) (2س-1س(-جتاهـ )2س+1س[(1

=
2
1])3147109 ,×+3152109 3147109)+(هـ (جتا)×, ,× -3152109   )]]| جاهـ| -١()×,

8149109=س 52109 -)هـ (جتا ×,   )| جاهـ| -١(×,
8149109=س 52109 -)٠.٠٥-هـ (جتا ×,   )| ٠.٠٥-جاهـ | -١(×,
150109= ص   جاهـ ×
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  )س ، ص)=(هـ(د
8149109 )=(هـ(د 52109 -)هـ (جتا ×, 150109، ) | جاهـ| -١(×,   )جاهـ  ×
8149109 )= (٠.٠٥ - هـ (د 52109 - )٠.٠٥- هـ (جتا ×, 150109، ) | )٠.٠٥- هـ(جا| - ١(×,   ))٠.٠٥- هـ (جا ×

8149109 )= (هـ (د 52109 - )٠.٠٥- هـ (جتا ×, 150109، ) | )٠.٠٥-  هـ(جا| - ١(×,   ))٠.٠٥- هـ (جا ×
  

44147109 )=(٠(د ⇐    ٠= هـ  فعندما ,×، -57109 ,×(  
×− )=(١٨٠(د ⇐  ١٨٠= و عندما هـ 22152109 ,،57109 ,×(  
15109 )=(٩٠(د  ⇐٩٠=و عندما هـ ×،25149109 ,×(  

44147109=1س 22152109=2س,    ×, 25149109=، ص ×, ,×  

2
82149109)=2س+1س(1 ,×  ،

2
382109- )=2س- 1س(1 ,×  

  :البيانية التالية بيانية مدار الأرض تشابه ∴
  
82149109 ( )=هـ (د 382109 - جتاهـ ×, 25149109، ) | جاهـ| -١(×,    )جاهـ ×,
  
  

  :أحسب المسافة بين الأرض و الشمس عند التاريخ التالي): ١٠٥(مثال
 م٢٠١٤مايو  ٥) جـ          م٢٠١٢ مارس ١٥)ب    م   ٢٠١٣ مارس ١٥  ) أ

  :الحل
 م   ٢٠١٣ مارس ١٥  ) أ

  نحسب الزاوية عند هذا التاريخ: أولاً 
=ز ω= هـ

365
2π × ١,٢٦=٧٣  

  :عن قيمة هـ وفق البيانية التالية نعوض: ثانياً  
82149109 ( )=هـ (د 382109 -جتاهـ ×, 25149109، ) | جاهـ| -١(×,   )جاهـ ×,
82149109()= ٢٦,(د 382109 -١.٢٦جتا ×, 25149109، ) | ١.٢٦جا| -١(×, ) ١.٢٦جا ×,
  )109× ١٤٢.١،  109×٤٥.٧ )=(١.٢٦(د

  نحسب المسافة و ذالك حسب القانون: ثالثاً
  حيث 2ص+ 2س=2ف
  109×١٤٢.١=،  ص   109×٤٥.٧=س
  2)109×١٤٢.١+(2 )109× ٤٥.٧ = (2ف
  1018×٢٢٢٨١.١=  2ف
  مليون آم ١٤٩.٣≅م 109×١٤٩.٢٧=ف
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  م٢٠١٢مارس  ١٥  ) ب
=زω=هـ 

366
2π × ١.٢٧= ٧٤   

82149109 ( )=هـ (د 382109 -جتاهـ ×, 25149109، ) | جاهـ| -١(×,   )جاهـ ×,
82149109()=١.٢٧(د 382109 -١.٢٧جتا ×, 25149109، ) | ١.٢٧جا| -١(×, ) ١.٢٧جا ×,
  )109× ١٤٢.٥٥،  109×٤٤.٢٨ ( )=١.٢٧(د
  109×١٤٢.٥٥=،   ص109×  ٤٤.٢٨ =س
  2ص+  2س=2ف
  2)109×١٤٢.٥٥+ ( )109× ٤٤.٢٨=(2ف
  1018×٢٢٢٨١.١=2ف
  مليون آم١٤٩.٣ ≅م  109×  ١٤٩.٢٧=ف
  
   م٢٠١٤مايو  ٥) جـ

=زω=هـ 
365

2π × ٢.١٥= ١٢٥  

  
82149109 ( )=هـ (د 382109 -جتاهـ ×, 25149109، ) | جاهـ| -١(×,   )جاهـ ×,
82149109()= ٢.١٥(د 382109 - ٢.١٥جتا ×, 25149109، ) | ٢.٢٥جا| -١(×, ) ٢.١٥جا ×,
  )109× ١٢٤.٩١،  109×٨٢.٤-( )=٢.١٥(د
  109×١٢٤.٩١=،   ص109×  ٨٢.٤- =س
  109×١٢٤.٩١=،   ص 109×٨٢.٤  - =س
  2ص+  2س=2ف
  2)109×١٢٤.٩١+ ( 2)109×٨٢.٤-=(2ف
  1018×٢٢٣٩٠.٥=2ف
  مليون آم١٤٩.٦ ≅م  109×  ١٤٩.٦٣٤=ف
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  بيانية مدار القمر ٣٠٥
  القمر حول الأرض تنقسم إلى نوعيندورة   
 دورة القمر حول الأرض  ) أ

  ٠حيث يدور القمر مع الأرض أثناء دورانها حول الشمس: دورة القمر حول الشمس )ب  
  

  لأرضحول ا بيانية مدار القمر ١٠٣٠٥
القمر أبعد ما و يكون  ٠آم  ٣٨٤.٤٦٧يبلغ معدل المسافة بين القمر و الأرض حوالي 

) الحضيض(آم بينما يكون أقرب مسافة  ٤٠٤٨٠٠بحوالي ) الأوج(يكون عن الأرض 
  ٠أسفل و الذي يمثل مدار القمر حول الأرض) ٣,٥(أنظر الشكل ٠آم  ٣٥٥٢٠٠بحوالي 

  
 )=(هـ(د

2
  )جاهـ 1ص، )] | جاهـ| - ١) (2س-1س(-جتاهـ )2س+1س[(1

  حيث
  م103×٣٨٠٠٠٠=1صم ، 103× ٣٥٥٢٠٠=2سم، 103× ٤٠٤٨٠٠=1س
  )جاهـ103×٣٨٠٠٠٠ ،)| جاهـ| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+جتاهـ   103×٣٨٠٠٠٠)= (هـ(د
  
  :بيانية مدار الأرض حول الأرض تشابه البيانية التالية ∴
  )جاهـ103×٣٨٠٠٠٠ ،)| جاهـ| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+جتاهـ   103×٣٨٠٠٠٠)= (هـ(د
  
  )هـجا103×٣٨٠٠٠٠ ،)| هـجا| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+جتاهـ   103×٣٨٠٠٠٠)= (هـ(د
  )جاهـ103×٣٨٠٠٠٠، )| جاهـ| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+جتاهـ   103×٣٨٠٠٠٠)= (هـ(د
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و آذالك عدد الأيام عند  ْ ٣٠الزاوية   عند  المسافة بين القمر و الأرض أحسب): ٢,٥(مثال
   ٠نقس هذه الزاوية

  ْ  ٣٠=هـ :الحل
Q جاهـ103×٣٨٠٠٠٠ ،)| جاهـ| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+جتاهـ   103×٣٨٠٠٠٠)= (هـ(د(  
  )٣٠جا103×٣٨٠٠٠٠ -،)| ٣٠جا| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+  ٣٠جتا 103×٣٨٠٠٠٠()= ٣٠(د ∴
   × 103×  ٣٨٠٠٠٠ )=(٣٠(د

2
3 ِ+٢٤٨٠٠٠٠٠× 

2
1،- ٣٨٠٠٠٠×103 

2
1
× (  

  )107×١٩ -،107× ٣٤.١٥)=(٣٠(د
  2)107× ١٩- + ( 2)107× ٣٤.١٥=( 2ف
  م107× ٣٩.١٠=م  ٣٩٠٧٨٧٩٠١=ف
=  ٣٠ ⇔ زω= هـ

529
360

.
  ومي ٢.٥ ≈يوم ٢.٤٦=ز ⇔ ٨٨٥=ز  ٣٦٠⇔ز 

  لشمسل بيانية مدار القمر بالنسبة  ٢٠٣٠٥ 
  

  
الأرض القمر بالنسبة للشمس و الناتج  من مدار أعلى  والذي يوضح  مدار )٤٠٥(أنظر الشكل 

أي أن بيانية مدار القمر بالنسبة للشمس تعطى  ٠حول الشمس و مدار القمر حول الأرض
  :بالصورة البيانية التالية

  حيث)  1، رجاهـ 1جتاهـر )=(1هـ(د
  يمثل المسافة بين الشمس و القمر: ر    

  القمر مرآز و المستقيم الواصل بين مرآز الشمس و ٠=المحصورة بين س الروايةمثل ت:  1هـ
Q بيانية مدار القمر للأرض+ بيانية مدار الأرض للشمس =بيانية مدار القمر بالنسبة للشمس  

  )2جاهـ 2ص -  ،2جتاهـ 2س )+(جاهـ1، ص2جتاهـ، 1س)  =(1، رجاهـ 1ر جتاهـ)=(1هـ(د
Q القمر يدور حول الأرض من الغرب إلى الشرق عكس دورن الأرض حول الشمس  

  )2جاهـ 2ص  - جاهـ 1، ص2جتاهـ 2س +جتاهـ  1س)  = (1، رجاهـ 1ر جتاهـ(∴ 
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  :حيث
  ٠و المستقيم الواصل بين مرآز الشمس و مرآز الأرض ٠=تمثل الزاوية المحصورة بين س :هـ

  ٠و المستقيم الواصل بين مرآز الأرض و مرآز القمر ٠=تمثل الزاوية المحصورة بين س= 2هـ
  
82149109 ( )=هـ (د 382109 -جتاهـ ×, 25149109، ) | جاهـ| -١(×,   )جاهـ ×,

  )2جاهـ103×٣٨٠٠٠٠ -،)| 2جاهـ| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+  2جتاهـ 103×٣٨٠٠٠٠(+
  

=82149109 382109 - جتاهـ ×,   + 2جتاهـ 103×٣٨٠٠٠٠+) | جاهـ| -١(×,

25149109 ،)| 2جاهـ| -١( ٢٤٨٠٠٠٠٠    )2جاهـ103×٣٨٠٠٠٠ - جاهـ  ×,

  هـ ١٢.٤ = 2هـ 
82149109= )هـ(د 382109 -جتاهـ ×,   +)| جاهـ| -١(×,
25149109 ،)| هـ١٢.٤جا| -١( ٢٤٨٠٠٠٠٠+هـ ١٢.٤جتا 103×٣٨٠٠٠٠     جاهـ  ×,

  )هـ١٢,٤جا103×٣٨٠٠٠-
  
  بيانية  القمر بالنسبة للشمس هي آالتالي ∴
  
82149109 ) =(هـ(د 382109 - هـ جتا ×,    +هـ ١٢.٤جتا 103×٣٨٠٠٠٠+)| جاهـ | - ١( ×,

25149109 ، )| هـ١٢.٤جا| - ١( ٢٤٨٠٠٠٠٠   )هـ١٢.٤جا103×٣٨٠٠٠٠ -  جاهـ  ×,
  

  :، أحسب ما يلي ٢٠١٤يوليو  ١أذا علمت أن تاريخ اليوم هو  ):٣,٥(مثال
 المساقة بين الشمس و الأرض)أ   

 المسافة بين الأرض و القمر)ب 
  المسافة بين القمر و الشمس)ج 
  هـ١٤٣٥صفر  ٢٩م  يقابله ٢٠١٤يناير  ١علماً بان تاريخ ريخ الهجري، التا) د 

  :الحل
 المساقة بين الشمس و الأرض)أ   
=ز ω=هـ

365
2π ×٣.١٣  = ١٨٢    

  :نعوض عن قيمة هـ وفق بيانية مدار الأرض حول الشمس التالية 
82149109 ( )=هـ (د 382109 -جتاهـ ×, 25149109، ) | جاهـ| -١(×,   )جاهـ ×,
82149109()= ٣.١٣(د 382109 - ٣.١٣جتا ×, 25149109، ) | ٣.١٣جا| -١(×,   )٣.١٣جا ×,
  )109×109،١.٧٣×١٥٢.١٦ - ()=٣.١٣(د
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  2)109×١.٧٣+(2)109×١٥٢.١٦-=(2ف

  م 109× ١٥٢.١٧=ف
  
 المسافة بين الأرض و القمر)ب
  ٣٨.٧= ٣.١٣ ×١٢.٣٧=هـ

  :التاليةنعوض عن قيمة هـ وفق بيانية مدار القمر حول الأرض 
  )جاهـ103×٣٨٠٠٠٠،)| جاهـ| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+جتاهـ   103×٣٨٠٠٠٠)= (هـ(د
103×٣٨٠٠٠٠)= (٣٨.٧(د

103×٣٨٠٠٠٠، )| )٣٨.٧(جا| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠)  +٣٨.٧(جتا 
  ))٣٨.٧(جا

  )109×٠.٣- ،109×٠.٢١ ()=٣٨.٧(د
  2)109×٠.٣٣+ ( 2)109×٠.٢١=(2ف
  م109× ٠.٣٩= م103× ٣٨٩٢٠٥.٦٤=ف

  م109×٠.٣٩=ف

=ظاهـ 
س
2110= ص

3310
9

9

,
,
×
×

  =21
33
,
,

=-١.٥٧  

  ١=١.٠٠٤= هـ  ⇐١.٥٧=ظاهـ 
١= 

529
2
.

π  ز  

2π  ٢٩.٥-=٢٩.٥× ١= ز  
   أيام ٥ ≅٤.٧=ز
  
  المسافة بين القمر و الشمس)ج

  بيانية مدار القمر للأرض+بيانية مدار الأرض للشمس= بيانية مدار القمر للشمس 
  )109×  ٠.٣٣-  ،109×٠.٢١)+(109×109،١.٧×١٥٢.١٦ - )=(٣.١٣(د
  )109×109،١.٣٧×١٥١.٩٥ - )=(٣.١٣(د
  2)109×١.٣٧+ ( 2)109× ١٥١.٩٥ -=(2ف

    م 109×١٥١.٩٦=ف
  هـ١٤٣٥صفر  ٢٩م  يقابله ٢٠١٤يناير  ١التاريخ الهجري، علماً بان تاريخ ) د
  )109×109،١.٣٧× .١٥١.٩٦ - )=(٣.١٣(د
  109×١.٣٧=، ص 109×١٥١.٩٦- =س

=ظاهـ 
س
×−= ص

×
9615110
37110

9

9

,
,

 =- 96151
371
,

,
=-٠.٠٩  
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  ٣.١٣=٣.٠٨= ٠.٠٩-= هـ  ⇐ ٠.٠٩-=  ظاهـ
  )109×109،١.٣٧×١٥١.٩٦ -( )=٣.١٣(د

  ز ω= هـ 
    

٣.١٣ =
354

2π ز  

2π  ١١٠٩=٣٥٤ × ٣.١٣=ز  
2π  يوم ١٧٧= ز  ⇐ ١١٠٩= ز = 

27
  أشهر ٧ ≈رشه ٦.٦=  177

  :م  يقابله آالتالي٢٠١٤يوليو  ١التاريخ الهجري الذي يقابل التاريخ الميلادي 
  ٦= اليوم 
  )صفر +محرم =٢(   ٩=  ٢ + ٧= الشهر

  هـ ١٤٣٥ رمضان ٥  ≅الهجريالتاريخ 
  

   ح،مع التوضيم ٢٠١٤يناير  ٢٣احسب التاريخ الهجري المقابل لتاريخ الميلادي ): ٤,٥(مثال
  ٠هـ ١٤٣٥ربيع الأول  ١م يوافق ٢٠١٤يناير  ٢، علماً بان ٠بالرسم
  الحل
 نحسب المساقة بين الشمس و الأرض: أولاً
=ز ω=هـ

365
2π ×٠.٤= ٠.٣٩٦=   ٢٣  

  :نعوض عن قيمة هـ وفق بيانية مدار الأرض حول الشمس التالية 
82149109 ( )=هـ (د 382109 -جتاهـ ×, 25149109، ) | جاهـ| -١(×,   )جاهـ ×,
82149109()= ٠.٤(د 382109 -٠.٤جتا ×, 25149109، ) | ٠.٤جا| -١(×,   )٠.٤جا ×,
  )109×109،٥٨.١٢×١٣٦.٥٤)=( ٣.١٣(د
  2)109×٥٨.١٢+(2)109×١٣٦.٥٤=(2ف
  
  م109× ١٤٨.٤=م 109× ١٤٨.٣٩٦=ف  
  

 المسافة بين الأرض و القمر :ثانياً
  ٤.٩٥=٤.٩٤٨= ٠.٤ ×١٢.٣٧=هـ

  :نعوض عن قيمة هـ وفق بيانية مدار القمر حول الأرض التالية
  )جاهـ103×٣٨٠٠٠٠ ،)| جاهـ| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠+جتاهـ   103×٣٨٠٠٠٠)= (هـ(د
103×٣٨٠٠٠٠)= (٤.٩٥(د

103×٣٨٠٠٠٠، )| )٤.٩٥(جا| -١(٢٤٨٠٠٠٠٠)  +٤.٩٥(جتا 
  ))٤.٩٥(جا

  )109×٠.٣٧-،109×٠.٠٩ )=(٤.٩٥(د
  2)109×٠.٣٧- + ( 2)٠.٠٩=(2ف
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  م109× ٠.٣٨= م103× ٣٨٠١٦٤.٦٢=ف

  م109×٠.٣٨=ف

=ظاهـ 
س
09010-= ص

3710
9

9

,
,
×

−×
 =- 090

37
,
,

=-٤.٢٠  

  ٤.٩٥= )١.٤-  (+2π=١.٤٠ -=هـ  ⇐ ٤.٢٠- =ظاهـ 
٤.٩٥= 

29
2π  ز  

2π  ١٤٢=٢٩× ٤.٩٥= ز  
  يوم ٢٢ ≅٢٢.٦=ز
  

  نحسب المسافة بين القمر و الشمس: ثالثاً
  بيانية مدار القمر للأرض+بيانية مدار الأرض للشمس= بيانية مدار القمر للشمس 

  )109×109،٠.٣٧×٠.٠٩ (+)109×109،٥٨.١٢×١٣٦.٥٤(  )=٠.٤(د
  )109×109،٥٨.٤٩×١٣٦.٦٣)=( ٠.٤(د
  2)109×٥٨.٤٩+ ( 2)109× ١٣٦.٦٣=(2ف

  م 109×١٤٨.٦  = م 109×١٤٨.٦٢٣=ف

  )109×109،٥٨.٤٩×١٣٦.٦٣)=( ٠.٤(د
  109×٥٨.٤٩=، ص 109×١٣٦.٦٣=س

=ظاهـ 
س
3613610= ص

495810
9

9

,
,

×
×

  =63136
4958
,
,

=٠.٤٣  

  ٠.٤=هـ  ⇐٠.٤٣=ظاهـ 
  )109×109،٥٨.٤٩×١٣٦.٦٣)=( ٠.٤(د

  ز ω= هـ 
٠.٤ =

354
2π ز  

2π  ١٤٣.٢=٣٥٤ × ٠.٤=ز  
2π  يوم  ٢٢.٧٩= ز  ⇐ ١٤٣.٢= ز =

27
7922,  =١ ≈ ٠.٨٤  

  :م  يقابله آالتالي٢٠١٤يناير  ٢٣التاريخ الهجري الذي يقابل التاريخ الميلادي 
  ٦= اليوم 
  )صفر+ محرم= ٢(   ٣=  ٢+  ١= الشهر

  هـ١٤٣٥ ربيع الأول ٢٢  ≅التاريخ الهجري
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Abstract  

 
          'Al_Pianiyeh' is a  mathematical  book which  offers  a new  method and  
mathematical form to deal with the functions  Which is called  'Al_Pianiyeh' or  
'graphic'  in English language . 

 
      'Al_Pianiyeh' is  the same as the function but it has a different  formula , in other 
 word it is a  advanced style to represent the graphic of function  on the coordinates. 
The idea of alpianiyeh based on the represent of a straight pieces ,  after that  it is 
developed to include to represent a section of the curve , geometric shapes such as  
a square and rectangle and surfaces. 
 In the following example ,we will explain the relationship  between function and 
pianiyeh .In the general , the function is given by the below formula:  

)x(f= Y             
  For example       

  

⎩
⎨
⎧

−<>
≤≤−

=
1xand1xif0

1x1if1
)x(f        

 
Whereas the pianiyeh is given by the following formula:  

) )h(y, ) h(x) = ( h(F          
Where x(h) is representing x-axis (domain) , y(h) is representing y-axis (range) and  
 h is a variable which  controls  for each values of  x and y. 
while we can represent previous function by using the formula of alpianiyeh like that 

)١, ) h(sin ) = (h(F   
While h takes any value , the value of  x will be in [-١,١] and y always takes ١. 

 
Another example, the equation of the circle with the center at the origin and radius ١ 
takes the following  form:  
    that  will  equivalent to the alpianiyeh  1yx 22 =+       

) )x(sin  ,) x(cos) = ( x(f 
 

we can use the alpianiyeh in physical science and studying outer As well as ,       
space such as earth's rotation and so on . But in this book, we try explain the idea 
 and the concept of alpianiyeh and  it's formula. 
        Also, we explain  the relationship between the alpianiyeh and function and 
 how  we can convert from alpianiyeh to function and vice versa and about how 
 to represent pieces of straight and a section of the curve  and also the circle,ellipse, 
square and rectangle and surfaces  as well as listing some properties of alpianiyeh. 
Addition  to find  the differentiation and integration of alpianiyeh and so on.  
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