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  بسم االله الرحمن الرحيم
    
  

  ةــــدمـالمق
  

 الصادق   بن عبداالله    على سيدنا محمد   والصلاة والسلام    رب العالمين ،   الحمد الله         
  :أما بعد          وعلى آله  وصحبه أجمعين خاتم الأنبياء والمرسلين  الأمين 
أقѧѧدم إلѧѧيكم  أن   ویѧѧسعدنيیѧѧسرني ، وتوفيقѧѧاً منѧѧه عѧѧز وجѧѧل    وفѧѧضله الله احمѧѧد فانѧѧه ب

والѧذي أرجѧو أن    مجمѧوع الفѧرق وفѧرق المجمѧوع      المتواضع  والѧذي أسѧمته        الكتاب  
هѧذا الكتѧاب یѧسهل      وحيѧث   . مجاميعال یهتم في مجال     وهو آتاب ریاضي    . یحقق الفائدة 

مثѧل دالѧة الجيѧب ودالѧة      أیجѧاد مجمѧوع  بعѧض الѧدوال      طریقة جدیѧدة و مبتكѧرة فѧي        في
  العلاقة العكسية بين المجمѧوع والفѧرق ً         التام وغيرها من الدوال وذالك بواسطة        جيب
ففѧѧي .لين فѧѧصإلѧѧىالكتѧѧاب والѧѧذي قѧѧسمناه هѧѧذا   فѧѧي أن شѧѧاء االله مѧѧا سѧѧنتطرق إليѧѧه وهѧѧذا

 أمѧѧا فѧѧي الفѧѧصل الثѧѧاني . العلاقѧѧة بѧѧين المجمѧѧوع و الفѧѧرق سѧѧوف نوضѧѧح الفѧѧصل الأول 
  . لإثبات والتوضيح بالأمثلة مجاميع بعض الدوال مع اسرد   سنكتفي في

  
   واالله الموفق،،،

                                                 
        
                          المؤلف                                             

 - ١ -



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
 
  

  
    
  

 
 
 



              المجموع و الفرق                                                                                                             الفصل الأول

   المدخل١٠١
  نحن من أجله هو أيجاد المجاميع المعقدة لبعض الدوال مثل مجموع  الذي الموضوع      

 - ٣ -

الدوال المثلثة مثل 
ن

1ر
zر(جا
=

)z

ن

i1
z1()ن(د)هـ(د(
=

=←

)   حيث يمكن٠رى ـمن الدوال الأخ وغيرها والدوال الكسرية   

  ل شي لأبدــبل آولكن ق. إيجاد لمجاميع لهذه الدوال من العلاقة بين المجاميع و الفروق  
  ٠التطرق إلى المجموع و الفرق   أولاً

  
  )  المجموع٢٠١

  آما هو معروف لنا مما تعلمنا أن
  

  
  

  و فما يلي نورد بعض الأمثلة على ذالك
ن

i1
z22ن
=

=  ١ (

٢ (

ن

i1
zهـ

2
)ن1(ن

=
=

+

ن

i1

2 z)2i1(ن
=

−=

)
)

  

  ٣ (
 

    Δ)   الفرق٣٠١
Δ)معروف لدينا أن   : تعطى بالقانون التالي 

     Δ٢ (← )هـ( د–) ١+هـ (د) = هـ(د(  
  

  أمثلة على ذالك
Δ) ١  ١= هـ – ) ١+هـ ) = (هـ(

Δ       ١=  هـ 

٢ (Δ22222 هـ

Δ
2

هـ =  هـ– ١+هـ ٢-        )١+هـ  = ( هـ- 
هـ   ١+ هـ ٢ =          

٣( Δ جا= جاهـ) جا٢= جاهـ –) ١+هـ 
2
+هـ ( جتا1

2
1(  

٤ (Δ جتا=جتاهـ) جا٢-=  حتاهـ – ) ١+هـ 
2
+ هـ ( جا1

2
1(  
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عالمجمو  العلاقة بين٤٠١

 - ٤ -

)z)   Δ) الفرق و)

   ٠و هذا الموضوع الذي نحن من أجله والذي سوف يساعدنا في إيجاد بعض المجاميع المعقدة
  معلوم لدينا مما سبق

  
Δ) ١  )٢(علاقة رقم )   هـ( د–) ١+هـ (د) = هـ(د

بأخذ 

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δ

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

  نحصل على الأتيطرفين  لل

) = هـ(د -)  ١+هـ (د    )هـ(د 
  ) / ٢( د-) ١( د–) ١+ن(د)/ + ١+ن( د٠٠٠)/ + ٤(د)/ + ٣(د)/ + ٢(د                  = 

 -  )/ ن( د-)/ ١-ن( د٠٠٠ -)/ ٤( د-)/ ٣(د
  )١( د–) ١ +  ن(د                  = 

∴ 
ن

i1
z
=

Δ

ن

i1
zهـ(د(
=

=

Δ

  )٣(← ) ١( د–) ١+ ن  (د) = هـ(د
  
  وأيضاً آما هو معروف لدينا أن ) ٢

  )ن(د) +١-ن (د +٠٠٠٠٠) + ٢(د) + ١(د
بأخذ   :للطرفين نستنتج التالي

ن

i1
zهـ(د(
=

=Δ١-ن(د  )ن(د + ( Δ) + ١(د  + ٠٠٠٠٠) + ٢(د Δ Δ Δ

  ٠٠٠٠٠) + ٣(/ د–) ٤(/د) + ٢(/ د–/) ٣(د) + ١(د -)/ ٢(د                 = 
  )ن(/ د–) ١+ن(د) + ١-ن(/( د–) ن(/د                    + 

  )١( د–) ١+ن (د                 = 
ن

i1
zهـ(د(
=

Δ   )٤ (←)  ١( د–) ١+ن (د= ∴

  نستنتج أن) ٤(، ) ٣(من العلاقة 
ن

i1
z
=

ن

i1
zهـ(د(
=

Δ =هـ(د  )٥ (←) ١( د–) ١+ن (د = ( Δ

  
  ):١٠١(قاعدة 

(z(أن العلاقة بين سجما    هي علاقة عكسية أي أن Δ)و دالتا  (

ن

i1
zهـ(د
=

ن

i1
z
=

)٥(← )١( د–) ١+ن(د) = هـ(د)  =Δ Δ
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  ):١٠١(نتيجة 

Δ
=

ن

iجـ
zهـ(د(

ن

iجـ
zهـ(د(
=

Δ   )جـ( د–) ١+ن(د= =

  
  :تعليق

آما هو معروف إن تكامل الدالة آثرة حدود يزيد رتبة س بمقدار واحد  وهذا يشبه المجموع ، 
   ٠س بمقدار واحد فمجموع دالة آثرة حدود يزيد رتبة 

ن

i1
zهـ
=

=

 - ٥ -

فمثلاً  
2
+  ن12

2
1

Δ
2

    ن

  ي دالة من الدرجة الثانيةه) هـ(من المثال أعلى نجد أن ناتج مجموع الدالة من الدرجة الأول 
دار واحد وهذا يشابه الفرق والذي أيضاً وبالمثل مشتقة دالة آثرة حدود ينقص رتبة س بمق

   ٠ينقص بمقدار واحد 
فمثلاً  هـ  ١+هـ ٢= 2

فمن المثال أعلى نجد أن ناتج فرق دالة من الدرجة الثانية هـ   ٠ هي دالة من الدرجة الأولى 
  :ل الأتي أي أن مما سبق يمكن الفو

   ٠ أن العلاقة بين التكامل و المجموع علاقة طردية
٠ والعلاقة بين المشتقة و الفرق أيضاً علاقة طردية   

   ٠ علاقة عكسية  هي  العلاقة بين المشتقة و التكامل و
  نستنتج مما سبق

 ٠أن العلاقة بين المجموع و الفرق هي أيضاً علاقة عكسية  )١
 :بالصورة الرياضية التالية)  ١(يمكن إعادة  صياغة  العلاقة رقم  )٢
 
ن

i1
z1هـ،)ن(دهـ)هـ(د
=

Δ=Δ= 
  

  فما يلي؟) هـ( أوجد د-:)١٠١(مثال 
ن

i1
zهـ(د(
=

١ (Δهـ  = 
2
)1ن(ن +

ن

i1
zد)
=

Δهـ

ن

i1
zهـ(د(
=

Δ2هـ

ن

i1
zهـ(د(
=

Δهـ

ن

i1
zهـ(د(
=

  

 ) ٢   ن = )هـ

ن=      ٣ (

) ٤  )ن(جا=  

 =
1ن

ن
+
− ٥( Δهـ  
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  -:الحـــــــل 
ن

i1
zهـ(د
=

(Δهـ

 - ٦ -

١ ( = 
2
)1ن(ن +

Δ

  

بأخذ    للطرفين
ن

i1
zهـ(د(
=

Δهـ
2
ن +   ) ن12 )  =Δ Δ Δ

 )= ١+ن (د
2
  )=١ +١+ن ٢ (1

2
1

ن

i1
zد)
=

Δهـ

Δ

  ١+ن)=٢+ن ٢ (

  ١+ن )= ١+ن(     د
   ١-هـ = ضع ن 

  / ١/ +١-هـ /)=١/ +١-هـ (د
  هـ ) = هـ(د   
  

 ) ٢  ن= )هـ

بأخذ    للطرفين
ن

i1
zد)
=

Δهـ =   ن)هـ  Δ Δ

  / ن– ١/ +ن) = ١+ن (د
  ١) = ١+ن (د

  ١-هـ =ضع  ن 
  ١) = هـ(د
  

ن

i1
zد)
=

Δ2هـ

Δ

ن=   )هـ ٣ ( 

بأخذ    للطرفين
ن

i1
zهـ(د(
=

Δهـ Δ =Δ2 ن

22

22

  

 )١+ن) = (١+ن(د ن-    
/ ن– ١+ن ٢ +    /ن             = 

   ١+ن٢) = ١+ن(د
  ١-ـ ه=ضع ن

   ١ )+١-هـ (٢)= هـ(د    
  ١+هـ ٢ =١ +٢-هـ ٢            =

∴   ١+هـ ٢) =هـ( د
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ن

i1
zهـ(د(
=

Δهـ

Δ

) ٤  )ن(جا= 
بأخذ    للطرفين

ن

i1
zهـ(د(
=

Δن( جاهـ(   =Δ Δ

  )ن( جا–) ١+ن(جا) = ١+ن(د

 - ٧ -

 جتا٢) = ١+ن(د
2
+ن ( جا1

2
1(  

  ١-هـ =ضع ن 
جتا٢) = هـ(د

2
-هـ (  جا1

2
1

ن

i1
zد)
=

(  

=هـΔ )هـ )٥
1ن

ن
+
−  

Δبأخذ 
ن

i1
zهـ(د(
=

Δهـ

   للطرفين

=Δ)
1ن

ن
+
−(  

) = ١+ن(د
1ن

ن(
+
−

1
1(
+
+ - 

1ن
ن
+
−  

=             
ن
ن(

+
−+

2
1( + 

1ن
ن
+

  

=            
)1ن)(2ن(

)2ن()1ن)(1ن(
++

−++++  

 =             
)1ن)(2ن(
ن2ن1ن2ن 22

++
−−−++   

)=١+ن(د
)1ن)(2ن(

1
++

−   

  ١+هـ =ضع ن
) =هـ( د

i)i1(
1
+
−

ن

i1
z
=

  

أي أن 
i)i

هـ
+

−Δ
1(

 =   
1ن

ن
+
−

5

i1
z
=i)i

هـ
+

−Δ
1(

 =
6

5−  

2
1−+ 

6
1−+

12
1−+

20
1−+

30
1−=

6
5−  

60
)301053 −++++2(= 

6
5−  

60
50− =

6
5−  ⇔  

6
−5 = 

6
5−  
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  لكل ما يلي ؟) هـ( أوجد د-:)٢٠١(مثال 
Δ) ١  ١)=١( د   ،   ١) = هـ( د

Δ) ٢  ٠)=١(  ، د١+هـ ٢) = هـ( د

Δ) ٣  ٠)=١(د   ،     ١) = هـ( د

  
  -:الحل

Δ) ١  ١)=١(    ،   د١) = هـ( د

 - ٨ -

بأخذ 

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δ
ن

i
z
=

   للطرفين 

  ١  = هـΔهـΔ )هـ( د
1

  ن) = ١( د–) ١+ن(د
  ١)=١(، د)   ١(د+ ن ) = ١+ن(د
  ١+ن) = ١+ن(د

   ١-هـ =ضع ن 
∴  هـ ) = هـ( د

  
Δ) ٢  ٠)=١(  ، د١+هـ ٢) = هـ( د

بأخذ 

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δ
ن

i1
z
=

   للطرفين 

=  )١+هـ ٢(   هـΔهـΔ )هـ( د

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

    + هـ   هـΔهـ٢Δ =  )١( د–) ١+ن(     د

 =                           ٢ 
2
)1ن(ن +

22

2

2

2

  ن + 

ن= ن +ن+  ن + ن                          = 
ن) = ١+ن(   د  ٠)=١(   ، د١+ ن  + 

  )١+ن ) = (١+ن(د  
   ١-هـ = ضع ن 

   )١ +١-هـ )= (هـ(د
∴

2   هـ) =هـ(د
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Δ) ٣  ٠)=١(    ،    د١) = هـ( د

 - ٩ -

بأخذ 

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δ
ن

i
z
=

   للطرفين 

  ١  = هـΔهـΔ )هـ( د
1

  ن) = ١( د–) ١+ن(د
   ٠)=١(، د)   ١(د+ ن ) = ١+ن(د
  ن) = ١+ن(د

  ١-هـ = ضع ن 
   ١-هـ ) = هـ(د

  أي أن 
Δ  ١ ) =١-هـ  (

Δ -هـ   ١ =١  Δ

  ١) =١- ١ (-/  هـ– ١/ +هـ
  ١=  صفر – ١
١ = ١   
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   خواص المجموع ٥٠١
ميع  والتي سوف تساعدنا في إيجاد مجاالمجموعوفي هذا الجزء سنحاول سرد بعض خواص 

  ٠بعض الدوال 
  

  :١٠١خاصية 
ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

 )١+هـ (د - )١-هـ ( د  )٠( د-)١( د-)ن(د)+١+ن(د =

 - ١٠ -

ΔهـΔهـ

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

هـΔهـΔ )١+هـ (د - )١-هـ ( د   )١-ن( د+٠٠٠٠)٤(د)+٣(د)+٢(د=

  )١-ن(د   ٠٠٠٠)٣( د-)٢( د-)١( د-)٠(د -) ١+ن(د)+ن( +                                  
             

  )٠( د-)١( د-)ن(د)+١+ن(د=                                 
ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

هـΔهـΔ∴ )١+هـ (د - )١-هـ ( د  )٠( د-)١( د-)ن(د)+١+ن(د =

  
  مثال على ذالك
) = هـ(أذا آانت  د

1ن
1
+

) =١+هـ ( د⇐ 
2ن

1
+

 )=١-هـ ( ، د
ن
)=١(،د1

2
1

Q

ن

i1
z
=

  ١)=٠(،د
ن

i1
z
=

هـΔهـΔ )١+هـ (د - )١-هـ ( د  )٠( د-)١( د-)ن(د)+١+ن(د =

ن

i1
z
=

  
ن

i1
z
= 2ن

هـ
+
Δ-  

ن
 =Δهـ

2ن
1
+

+ 
ن

1
+1

-
2
1-١=

2ن
1
+

+
ن

1
+1

-
2
3  

  
ن

i1
z
)2ن(ن=

هـ2
+

−Δ
)2ن)(1ن(2=

)ن5ن3( 2

++
−+

  

  
ن

i1
z
)2ن(ن=

هـ
+
Δ

)2ن)(1ن(4=
ن7ن3 2

++
+
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  :٢٠١خاصية 
ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δهـ )]١- هـ(د = )]١-هـ (د -)١+هـ (د)[هـ(د هـΔ)[هـ(د )+هـ(د Δ Δ=١+ن(د)ن(د(- 

  )٠(د)١(
Δ  )١(←      )هـ( د-)١+هـ (د)=هـ (د

Δ  )٢(←)   ١- هـ( د-)هـ(د)=١- هـ(د

  )٢(، ) ١(بجمع 
Δ )+هـ(د  )١- هـ( د-)١+هـ(د)=١- هـ(د

Δ

Δ

  )هـ(بضرب الطرفين د
Δ[ )هـ(د )+هـ(د  )١- هـ(د)هـ( د–) ١+هـ(د)هـ(د)]=١- هـ(د

 - ١١ -

بأخذ 
ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δ

    للطرفين
ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

- )١-هـ (د)هـ(د  هـΔ[ )هـ(د )+هـ(د )]١-هـ (د = )١+هـ(د)هـ(د  Δهـ Δ

Δهـ
ن

i1
z
=

  
ن

i1
z
=

)-هـ (د)هـ(د    )+٣(د)٢(د)+٢(د)١(د =هـΔهـΔ )١+هـ(د)هـ(د  -
 -)١(د)٢(د -)٠(د)١(د -)١+ن(د)ن(د)+ن(د)١-ن(  د+٠٠٠٠)٤(د)٣(د
  )١(د)٠( د-)١+ن(د)ن(د =  )١-ن(د)ن( د– ٠٠٠)٢(د)٣(د
  

  مثال على ذالك
⇐جاهـ )=هـ(أذا آانت د  )١-هـ (جا)=١-هـ (،د) ١+هـ(جا)=١+هـ( د

ن

i1
z
=

هـΔ )]١-هـ  ( د-)١+هـ (د)[هـ(د  ٠)=٠(   ، د)٠(د)١( د-)١+ن(د)ن(د=

ن

i1
z
=

هـΔ  )]١-هـ (جا -)١+هـ(جا[جاهـ  )١+ن(جان جا=

ن

i1
z
=

هـΔ ] جتاهـ١جا٢[جاهـ   )١+ن(جان جا=

ن

i1
z
=

هـΔ ]جاهـ جتاهـ٢ [١جا  )١+ن(جان جا=

ن

i1
z
=

Δهـ

Δهـ

هـ ٢جا  )١+ن(جان جا =  ١جا
ن

i1
z
=

1جا = 
)1ن(جانجا +

  هـ٢جا
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  ):٠١٣(خاصية 
  

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

 - ١٢ -

)1هـ(د)هـ(د
)هـ(د)هـ(د)1هـ(د)1هـ(د

−
+−−Δهـ=)

)هـ(د
)1هـ(د +-

هـ(د
هـΔ(د

1(
)هـ
−

(=
د
ن(د

)ن(
1( + - 

)0(د
  )1(د

  
ن

i1
z
=

ن

i1
z
= )1هـ(د)هـ(د

)هـ(د)هـ(د)1هـ(د)1هـ(د
−

+−−Δهـ=)
)هـ(د
)1هـ + -(د

هـ(د
هـ(د

−1(
(  (Δهـ

ن

i1
z
=

ن

i1
z
)1هـ(د=

)هـ(د
− د

+هـ(د
)هـ(

1(Δهـ =-Δهـ  

=  
)1(د
+)2(د

)2(د
+)3(د

)3(د
)4(د

 +٠٠٠+
)1ن(د

)ن(د
(د+−

ن(د
)ن

1( +
)0(د -  

)1(د
)1(د-

-)2(د
(د
(د

2(
3(-٠٠٠ -

)1ن(د
)ن(د

−  

 =
(د
ن(د

)ن
1( + - 

)0(د
  )1(د

  مثال على ذالك 
⇐ ١+ن) = هـ(ضع د  ن)=١-هـ ( ، د٢+ن)=١+هـ( د

ن

i1
z
)1هـ(د)هـ(د=

هـ(د)1هـ(د)1هـ(د
−

=هـΔ)هـ(د)−−+
)ن(د
 - )1+ن(د

)0(د
  ١)=٠( ، د٢)=١(   ، د)1(د

ن

i1
z
)1ن(ن=

ن)(1ن()2ن(ن
+

+−+1( +Δهـ=
ن
ن

+1
2 + - 

1
2

ن

i1
z
=

    

ن(ن
−

1(
1
+

 Δهـ=
1ن
2ن

+
+ -٢  

ن

i1
z
1ن=

2ن
+
+

)1ن(ن
هـ
+
Δ = ٢ - = 

1ن
ن
+

ن

i1
z
=

  

)1ن(ن
هـ
+
Δ

1ن =
ن
+             

  

ناتج  أوجد )٣٠١(مثال
100

1
z
= i1ن(ن(

1نن 2

+
+−

  Δهـ

  :الحل   
100

i1
z
=

ن(ن 
نن 2

+
+

1(
1−

  Δهـ      =
100

i1
z
=

ن(ن - ١(  
1
+1( (Δهـ =

100

i1
z
=

Δهـ -
100

i1
z
)1ن(ن=

هـ
+
Δ

  

  
100

i1
z
=

ن(ن  
نن 2

+
+

1(
1−

 Δ١٠٠ =هـ -  
10
100

1
 =  

101
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  الدوال المثلثة   مجاميع١٠٢
 أيجاد مجاميع بعض الدوال المثلثة آدالة الجيب و دالة جيب التامسنحاول في هذا الجزء      

  ٠ وغيرها من الدوال الأخرى
  

   جاهـ  و جتاهـ  مجموع١٠١٠٢
  

 - ١٤ -

  ):٢٠١(قاعدة 

١ (
ن

i1
z
=

Δهـ = جاهـ 
−

++
1(حا2

−−ن(جتا)1ن(حتا
(
 =1)1(جتا)

جا
2
1

جا
2
جان

2
)1ن( +

  

٢ (
ن

i1
z
=

= هـΔ جتاهـ 
)1(حا2

)1(جا)ن(جا) +− = +1ن(جا
جا

2
1

جا
2
جتان

2
)1ن( +

  

  
  

  : لإثبـــات 
  

Δ) ١    جتاهـ–) ١+هـ(جتا= جتاهـ 

Δ

Q

 جا٢-=  جتاهـ         
2
+ هـ ( جا1

2
1

Q

  ( ←)١(  

Δ   )١-هـ ( جتا-جتاهـ )= ١-هـ (جتا

   Δهـ ( جا٢-) =١-هـ (جتا- 
2
جا)1

2
1 ← )٢(  

  
  نحصل على ) ٢(، ) ١(بجمع 

Δ جتاهـ +Δجا٢-) = ١-هـ (جتا 
2
+ هـ ( جا1

2
 جا٢-)  + 1

2
 -هـ ( جا1

2
1 (  

جا٢-       =                           
2
+ هـ (جا ( 1

2
 -هـ (جا)   + 1

2
1((  

جا٢-                                 =
2
جتا ٢(1

2
  )جاهـ1

جا٢(٢-                                 = 
2
 جتا1

2
  جاهـ)١(جا٢-=جاهـ )1

+ جتاهـ   )٣( ← جاهـ)١(جا٢-)= ١-هـ (جتا  Δ ∴Δ
ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δ

بأخذ   )٣( للطرفين العلاقة 
ن

i1
z
=

=  )جاهـ)١(جا٢-(   + جتاهـ  ))١-هـ (جتا هـ(  Δهـ ΔΔ
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ن

i1
z
=

Δ
ن

i1
z
=

 - ١٥ -

هـΔ )١-هـ (جتاΔ+ هـΔجتاهـ 
ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

جاهـ      )١(جا٢- = 

جاهـ      )١(جا٢-) =٠( جتا-)ن(جتا ) + ١( جتا–) ١+ن(حتا

جاهـ    ١-)ن(جتا ) + ١( جتا–) ١+ن(حتا =  Δهـ )١(جا٢-

  
ن

i1
z
=

 =هـΔ جاهـ ∴      
−

++−−
)1(حا2

  1)1(جتا)ن(جتا)1ن(حتا

  
  أو

ن

i1
z
=

جاهـ   ١-)ن(جتا ) + ١( جتا–) ١+ن(حتا =  Δهـ )١(جا٢-

  )]١(جنا-)ن(جتا)]+[٠(جتا-)١+ن(جتا                   =[              
جا٢-                                 =[

2
1 جا+ن

2
جا٢-]+[+1ن

2
1+ 1جان

2
  ]−ن

جا٢-                                 =
2
جا[+1ن

2
جا++1ن

2
  ]−1ن

جا٢-                                 =
2
جا٢[+1ن

2
جتان

2
1

ن

i1
z
=

[  

1جا٢-=هـΔجاهـ  )١(جا٢-
2
جا٢[+ن

2
جتان

2
1

ن

i1
z
=

[  

جتا٢=هـΔجاهـ  )١(جا
2
 جا1

2
 جان

2
  +1ن

جا٢
2
جتا1

2
1

ن

i1
z
=

جتا ٢=هـΔجاهـ 
2
 جا1

2
 جان

2
  +1ن

حا
2
1

ن

i1
z
=

Δهـ جا =جاهـ 
2
 جان

2
  +1ن

ن

i
z
=

Δهـ = 
جا

2
1

جا
2
جان

2
)1ن( +

جاهـ 
1
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Δ ) ٢    جاهـ–) ١+هـ (جا= جاهـ 

Δ

Q

 - ١٦ -

جا٢=  جاهـ         
2
+هـ (جتا1

2
1( ← )٤(  

Δ   )١-هـ ( جا-جاهـ ) = ١-هـ (جا Q

      Δجا٢)= ١ -هـ (جا
2
-هـ (جتا1

2
1 ( ←)٥(  

  
  نجد) ٥(، ) ٤(بجمع العلاقة 

Δ جاهـ +Δجا٢) = ١-هـ (جا
2
+هـ (جتا1

2
جا٢) + 1

2
-هـ (جتا1

2
1(  

جا ٢                             =
2
+هـ (جتا( 1

2
-هـ (جتا) + 1

2
1((  

جا٢                             = 
2
 جتا٢ (1

2
  ) جتاهـ1

جا٢ (٢                             = 
2
 جتا1

2
  جتاهـ) 1

Δ جاهـ +Δ

ن

i1
z
=

ن

i
z
=

ΔΔ

  )٦(←جتاهـ  )١( جا٢)= ١-هـ (جا
  

بأخذ   نحصل على) ٦( للطرفين العلاقة 
ن

i1
z
=

=  )جتاهـ  )١( جا٢(   )) ١-هـ (جا + جاهـ  )ΔهـΔ
1

هـ

ن

i1
z
=

Δ
ن

i1
z
=

هـΔ )١-هـ (جاΔ+ هـΔجاهـ 
ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

جتاهـ    ) ١(جا٢= 
ن

i1
z
=

+ هـΔجاهـ Δ= هـΔجتاهـ ) ١(جا٢
ن

i1
z
=

ΔΔهـ

ن

i1
z
=

 )١-هـ (جا  

جتاهـ  )٠( حا–) ن(جا) + ١( جا–) ١+ن(جا =  هـΔ) ١(جا٢

ن

i1
z
=

جتاهـ   )ن(جا) + ١( جا–) ١+ن(جا=  Δهـ) ١(جا٢

  

∴
ن

i1
z
=

= هـΔ جتاهـ             
)1(حا2

)1(جا)ن(جا)1ن(جا ++−  

  أو
ن

i1
z
=

جتاهـ   )ن(جا) + ١( جا–) ١+ن(جا=  هـΔ) ١(جا٢

ن

i1
z
=

جتاهـ   ) ١( جا– ])ن(جا) + ١+ن( جا[= Δهـ) ١(جا٢   
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ن

i1
z
=

 - ١٧ -

جا ٢[=هـΔجتاهـ ) ١(جا٢
2

جتا  +1ن2
2
جا٢[-]1

2
جتا1

2
1[  

جتا٢                                =
2
   جا[1

2
  جا- +1ن2

2
1

ن

i1
z
=

[  

جتا ٢  =هـΔجتاهـ ) ١(جا٢ 
2
  جا٢[1

2
  جتان

2
  ] +1ن

ن

i1
z
=

جا٤
2
 جتا1

2
جتا٤=هـΔجتاهـ 1

2
جا1

2
 جتان

2
  +1ن

حا
2
1

ن

i1
z
=

Δهـ جا =جتاهـ
2
 جتان

2
  +1ن

ن

i1
z
=

=
جا

2
1

جا
2
جتان

2
)1ن( +

هـΔجتاهـ  

    
  :د ناتج آل مما يليأوج : )٢٠١(مثال   

π

= i1
zΔهـ

π

= i1
z هـΔجاهـ) ٢       جتاهـ) ١

π

= i0
zΔهـ

π

= i1
zΔهـ

Δهـ

جتاهـ         ٣ (
  

  :الحل

) ١ جتاهـ     
ن

i1
z
=

=  جتاهـ 
)1(حا2

)1(جا)ن(جا)1ن(جا π=  ، ن   −++
π

= i1
z جتاهـ Δهـ = 

)1(حا2
)1(جا)(جا)1(جا π++π− =جا  ٠ ،π

 =                 
)1(حا2

)1(جا)1(جا π+−  

 =              
)1(حا2

)1(جا)(جتا)1(جا)1(جتا)(جا π+π−ππ=(-( ،جتا٠)=  ١ (  ، جا

=              
)1(حا2
)1(جا)1(جا −−  

 =              
)1(حا2

)1(جا2 −

π

= i1
zΔهـ

 = -١   

 جتاهـ     ١- =
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π

= i1
zΔهـ

Δهـ

جاهـ   ٢ (
ن

i1
z
=

 - ١٨ -

= جاهـ 
−

++−−
)1(حا2

=  ، ن  1π)1(جتا)ن(جتا)1ن(حتا

              = 
−

π++π−−
)1(حا2

  1)1(جتا)(جتا)1(حتا

              = 
−

π++−−−
)1(حا2

  1)1(جتا)1()1(حتا

            =   
−

π+−−
)1(حا2

  2)1(جتا)1(حتا

            =  
−

π−π−−
)1(حا2

 ، جا ، جتا٠=  ١-=2ππ)1(جتا)1(جا)(جا)1(جتا)(حتا

             =  
−

−−−
)1(حا2

  2)1(جتا)1(جتا

=            
−

−−
)1(حا2

   2)1(جتا2

           = 
−

−
2

2)+
)1(حا
 = )1)1(جتا

1حا
1جتا1 +  

ن

i1
z
=

 = هـΔ جاهـ
1حا

1جتا1 +≈ ١١٤٫٥٩  

٣ (
π

= i0
zΔهـ

π

= i0
zΔهـ

π

= i1
z

جتاهـ  

) +٠(جتا=  جتاهـ     هـΔجتاهـ 

π

= i1
zΔهـ

π

= i0
zΔهـ

π

= i0
zΔهـ

 جتاهـ   ١=٠ ، جتا١- = 

جتاهـ   ٠=١-١=

جتاهـ   صفر= 
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  )ب+أهـ (وجتا) ب+أهـ(مجموع جا ٢٠١٠٢
  

QΔ) ١   )ب+هـأ( جتا– )ب+)١+هـ(أ(جتا) = ب +أهـ(جتا

Δ

  )ب+أهـ( جتا-) ب+أ+أهـ (جتا                             =

 - ١٩ -

 جا٢-  = )ب +أهـ(جتا      
2
2+ هـ أ( جاأ

أ

Q

  )١(← )  ب+

Δ  )ب+ )١-هـ (أ( جتا-)ب+هـ أ( جتا =)ب+)١-هـ (أ(جتا

  )ب+أ-أهـ (جتا– )ب+أهـ (جتا                           = 

    Δ2 جا٢-=)ب)+١-هـ (أ(جتا
أ

 -هـ أ( جا
2
  )٢(← ) ب +أ

  نحصل على ) ٢(، ) ١(بجمع 
Δ)+ب+ أهـ(جتا  ) ب)+١-هـ (أ(جتا Δ

 جا٢-=                                        
2
2+ أهـ ( جاأ

أ
2 جا٢-+ )ب+

أ
 -أهـ ( جا

2
   )ب+ أ

جا٢-                                 = 
2
2+ أهـ ( جا[ أ

أ
 -أهـ (جا + )ب+

2
  ])ب+ أ

جا٢-                                 =
2
جتا ٢( أ

2
  )ب+هـأ(جا أ

جا٢(٢-                                 = 
2
 جتا أ

2
  )ب+أهـ(جا)أ(جا٢-=)ب+أهـ(جا )أ

)+ب+ أهـ(جتا  )٣(← )ب+أهـ(جا)أ(جا٢-= )ب)+١-هـ (أ(جتا  Δ Δ ∴

بأخذ 
ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δ

  )٣( للطرفين العلاقة 
ن

i1
z
=

Δب+أهـ(جا)أ(جا٢-(  هـ((  = )+ب+ أهـ(جتا ))ب)+١-هـ (أ(جتا  ) ΔΔهـ

Δب+ أهـ(جتا( + Δجتا)أ(جا٢- = )ب)+١-هـ (أ( 
ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

 )ب+أهـ( جا  

)ب+أهـ(جا      )أ(جا٢-) =ب( جتا-)ب+نأ(جتا ) + ب+أ( جتا– ]ب+)١+ن(أ[حتا

هـΔ)أ(جا٢- )ب+أهـ(جا  

ن

i1
z
=

 -)ب+أ( جتا– )ب+أن(جتا ] + ب)+١+ن(أ[حتا = 
   )ب(جتا

  

هـ)fأi(جا
)أ(حا2

)ب(جتا)بأ(جتا)بأن(جتا]ب)1ن(أ[جتا
+Δ=

−
++++−+−
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  أو

ن

i1
z
=

)ب+أهـ(جا    )ب( جتا-)ب+أ( جتا–)ب+أن(جتا ] + ب)+١+ن(أ[حتا =  هـΔ)أ(جا٢-

  ])ب+أ(جتا -)ب+أن(جتا  ]+[)ب(جتا -]ب)+١+ن(أ[حتا                                =[

 - ٢٠ -

جا٢-[                               =
2

)ب2 + )1ن(أ جا+
2

1(( + جا٢-]+[ن(أ
2

)1ن(أ )ب2+ جا+
2

))1ن(أ −[  

جا٢-                =              
2

)1ن(أ جا [)ب2++
2

))1ن( + +أ
2

))1ن(أ −[  

جا٢-                               =
2

)ب2)1ن(أ جا٢[++
2
جتانأ

2
  ]أ

جا٤-
2
جتاأ

2
أ

ن

i1
z
=

جتا٤-=هـΔ )ب+أهـ(جا  
2
جاأ

2
جانأ

2
)ب2)1ن(أ ++  

جا
2
أ

ن

i1
z
=

جا =هـΔ )ب+أهـ(جا  
2
 جا  نأ

2
)ب2)1ن(أ ++  

ن

i1
z
=

=
جا

2
أ

جا
2
جانأ

2
))ب2)1ن(أ( ++

  هـΔ )ب+أهـ(جا 

  
Δ ) ٢   )ب+هـأ( جا– ]ب+)١+هـ (أ[جا = )ب+هـأ(جا

Δ

Q

جا٢ = )ب+أهـ(جا         
2
+هـ أ(جتاأ

2
  )٤(← ) ب+أ

Δ   ]ب)+١-هـ (أ[ جا- )ب+ أهـجا = ]ب+)١-هـ (أ[جا Q

      Δجا٢= ]ب)+١-هـ (أ[جا
2
-هـ أ(جتاأ

2
  )٥(← ) ب+أ

  نجد) ٥(، ) ٤(بجمع العلاقة 
Δب+أهـ(جا( + Δأ[جا) جا٢ = ]ب)+١-هـ

2
+أهـ (جتاأ

2
جا٢ + )ب+أ

2
-أهـ (جتاأ

2
  )ب+أ

جا ٢       =                      
2
+أهـ ( جتا [أ

2
-أهـ (جتا + )ب+أ

2
  ])ب+أ

جا٢                             = 
2
 جتا٢[ أ

2
  ])ب+هـأ( جتاأ

جا٢ (٢                             = 
2
 جتاأ

2
  )ب+أهـ(جتا) أ

) + ب+أهـ(جا  )٦(  ←)ب+أهـ(جتا)أ( جا٢= ]ب)+١-هـ (أ[جا ΔΔ
ن

i1
z
=

ن

i
z
=

Δ

بأخذ   نحصل على) ٦( للطرفين العلاقة 
ن

i1
z
=

Δب+أهـ(جا )]ب)+١-هـ (أ[جا =  )ب+أهـ(جتا)أ( جا٢(   هـ + ( )ΔΔهـ
1
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ن

i1
z
=

Δ
ن

i1
z
=

 - ٢١ -

هـΔ ]ب)+١-هـ (أ[جاΔ + )ب+أهـ(جا
ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

) أ(جا٢=  )ب+أهـ(جتا  
ن

i1
z
=

 + هـΔ )ب+أهـ(جاΔ= هـΔ)ب+أهـ(جتا) أ(جا٢
ن

i1
z
=

ΔΔهـ

ن

i1
z
=

 ]ب)+١-هـ (أ[جا  

)ب+أهـ(جتا  )ب( حا–) ب+نأ(جا) + ب+أ( جا– ]ب+)١+ن(أ[جا=  هـΔ) أ(جا٢

ن

i1
z
=

)ب+أهـ(جتا  )ب( حا–) ب+أ( جا–)ب+أن(جا] + ب)+١+ن(أ[جا =  هـΔ) أ(جا٢

ن

i1
z
=

  

هـ)fأi(جتا 
)أ(حا2

)ب(جا)بأ(جا)بأن(جا]ب)1ن(أ[جا
+Δ=

++++−+−
  

      
  أو 

ن

i1
z
=

)ب+أهـ(جتا  )ب( حا–) ب+أ( جا–)ب+أن(جا] + ب)+١+ن(أ[جا =  هـΔ) أ(جا٢    

    ])ب+أ(جا -)ب+أن( جا]+[)ب(حا -]ب)+١+ن(أ[جا [                                      =
 جتا٢                                    =[

2
)1ن(أ  جا )ب2++

2
))1ن +  جتا]+[(أ

2
)ب2 + )1ن(أ جا+

2
))1ن(أ −[  

جتا٢=                                    
2

)1ن(أ )ب2+ جا[+
2

1(( + جا+ن(أ
2

))1ن(أ −[  

جتا٢=                                     
2

)ب2)1ن(أ جا٢[++
2
جتانأ

2
  ]أ

جا٤
2
جتاأ

2
أ

ن

i1
z
=

جتا٤=هـΔ)ب+أهـ(جتا 
2
 جاأ

2
جتا نأ

2
)ب2)1ن(أ ++  

           

جا
2
أ

ن

i1
z
=

جا =هـΔ)ب+أهـ(جتا 
2
جتا نأ

2
)ب2)1ن(أ ++  

  

= 
جا

2
أ

جا
2
نأ

2
))ب2)1ن(أ(جتا ++

ن

i1
z
=

  Δهـ)ب+أهـ(جتا 
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   العلاقة بين مجموع جاهـ و مجموع جتاهـ٣٠١٠٢
    مما سبق نجد أن

  

 - ٢٢ -

ن

i1
z
=

=
جا

2
أ

جا
2
جانأ

2
))ب2)1ن(أ( ++

y)ب+أهـ(جا   )١(Δهـ

ن

i1
z
=

= 
جا

2
أ

جا
2
نأ

2
))ب2)1ن(أ(جتا ++

 y)هـ)ب+ـأه(جتا   )٢Δ

  :نحصل على التالي) ٢(على ) ١(بقسمة 
  

ن

i1

ن

i1

zأهـ(جتا

zأهـ(جا

=

=

هـ)ب

هـ)ب

+Δ

+Δ
 ظا  =

2
)ب2)1ن(أ ++

ن

i1
z
=

  

ظا= هـΔ)ب+أهـ(جا 
2

)1ن(أ ++
ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

)ب+أهـ(تاج   )٣(y )ب2  

ظتا= هـΔ)ب+أهـ(جتا
2

)ب2)1ن(أ ++
ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

Δهـ

y)ب+أهـ(جا   )٤(

   ٠= ، ب١=ضع أ

2
)1ن + )

ن

i1
z
=

 y)جتاهـ   )٥ ظا =   هـΔجاهـ

ن

i1
z
=

Δهـ
2
)1ن + )

ن

i1
z
=

 y)جاهـ  )٦ ظتا =  هـΔجتاهـ 

ن

i1
z
=

Δهـ
ن

i1
z
=

  
    ٠= ، ب٢=ضع أ

 y)هـ ٢جتا  )٧ ) ١+ن(اظ =  هـΔهـ ٢جا

ن

i1
z
=

Δهـ
ن

i1
z
=

  

 y)هـ ٢جا  )٨ ) ١+ن(ظتا=  هـΔهـ ٢جتا
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  أوجد ناتج ما يلي : )٢٠٢(مثال
ن

i1
z
=

Δهـ
ن

i1
z
=

هـ٢جتا             ٢ ( هـ ٢جا ١( Δهـ

ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

  :الحل

هـ٢جا   ١( 

 - ٢٣ -

هـ)fأi(جا
)أ(حا2

)ب(جتا)بأ(جتا)بأن(جتا]ب)1ن(أ[جتا
+Δ=

−
++++−+−

  

   
   نحصل على ٠= ، ب٢=ضع أ

ن

i1
z
=

هـ2iجا
)2(حا2

1)2(جتا)ن2(جتا)]1ن(2[جتا
Δ=

−
++−−

ن

i1
z
=

  

هـ ٢جا   هـΔ  ) ٠ جتا+ ٢ جتا(–ن ٢جتا) +٢+ن٢( جتا= ٢حا٢-   

ن

i1
z
=

هـΔ ١ جتا١ جا٤-         ١ حتا ١ حتا٢ –) ١+ن٢( جتا١جتا ٢ = هـ٢جا  

ن

i1
z
=

هـ٢جا    ١ جتا–) ١+ن٢( جتا=   هـΔ ١ جا٢-            

ن

i1
z
=

هـ٢جا    )ن( جا )١+ن(جا٢-=   هـ١Δجا ٢-          

ن

i1
z
=

Δهـ١ جا           )ن(جا) ١+ن( جا=     هـ٢جا  

ن

i1
z
=

1جا = هـΔهـ٢جا                    
)1ن(جانجا +

ن

i1
z
=

Δهـ

ن

i1
z
=

  

هـ٢جتا   ٢ (

هـ)fأi(جتا
)أ(حا2

)ب(جا)بأ(جا)بأن(جا]ب)1ن(أ[جا
+Δ=

++++−+−
   

  
  ٠= ، ب٢=ضع أ

  
ن

i1
z
=

هـ2iجتا
)2(حا2

)2(جا)ن2(جا)]1ن(2[جا
Δ=

++−
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 - ٢٤ -

22جا  مجموع ٤٠١٠٢

2

هـ ، جتا  هـ
  الدوال المثلثةآما هو معلوم من قوانين 

= هـ جا
2
1

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

Δهـ

  )هـ٢ جتا-١(

بأخذ    للطرفين
ن

i1
z
=

2 جا

2
=  )هـ٢ جتا-١(  1 هـΔهـ 

ن

i1
z
=

ن

i1
z
= 2

1[   - ] هـ٢ جتا                = ΔهـΔهـ

ن

i1
z
=

  

2 جا          

4
)1ن(ن + - 

)2(حا4
2(جا)ن2(جا)]1ن(2[جا ++−(   ]هـΔهـ   = [

  
Q22 جا

22

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

ن

i1
z
=

2

ن

i
z
=

ن

i1
z
=

2

جتا + هـ   ١ =هـ
   

جا - ١ =هـ  هـ جتا
  

بأخذ    للطرفين
  

جا - ١(  )هـ2 جتا  = هـΔ هـ

  

 جا            =       - ١  هـ
1

=                 
2
)1ن(ن + -

4
+)+1ن(ن

)2(حا4
)2(جا)ن2(جا)]1ن(2[جا ++−

ن

i
z
=

  

          
1

   =هـΔهـ2جتا   
4
+)+1ن(ن

)2(حا4
)2(جا)ن2(جا)]1ن(2[جا ++−  
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   مجموع الدالة الآسية ٢٠٢
هـ

 - ٢٥ -

أ مجموعة الدالة الآسية  

ـ

  : تعطى بالقانون التالي
  

  ، أ عدد حقيقي ثابت) ١ -
ن

i1
z
=

ه

1أ = هـΔأ
أ
−

ن

(أ
  

  :الإثبات
هـ

أ
هـهـ

أ
1

أ
+

   -  = ( )  Δ Q

هـ

أ
هـ

أ
ن

i1
z
=

هـ

أ
ن

i1
z
=

هـ

أ

Δ    ) ١ –أ = (  

بأخذ    للطرفين 

ن

i1
z
=

ΔΔ١ –أ  (  هـ ( =Δهـ

1ن

أ
هـ+

أ

  
ن

i1
z
=

هـΔ ) ١-أ  = ( أ-

هـ

هـΔأ

ن

أ
ن

i
z
=

  

ن

i1
z
=

(أ=    ) ١-  ) ١-أ (

1

هـ

أ   Δ1أ= هـ
أ
−

ن

  ٠الواحدالصيحيح، أ عدد حقيقي لا يساوي ) ١ -(أ

10

i1
z
=

هـ
هـΔ أوجد ناتج  : )٢٠٢(مثال    ؟2

ن

i
z
=

  : الحل

Q
1

هـ

1أ= هـΔ أ
أ
−

ن

(   ٢=  ، أ ١٠=،ن) ١ -أ
10

i1
z
=

هـ
2Δهـ ∴  =21

2)21 10

−
−

10

i1
z
=

Δهـ

( = ٢)٢٠٤٦) = ١٠٢٣   
هـ
2 =٢٠٤٦   
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  )هـ( مجموع الدالة اللوغارتمية لو٣٠٢
  :تعطى بالقانون التالي) لوهـ (مجموع الدالة 

  
ن

i1
z
=

Δ٤  ٠٠٠  ) ٢-ن)(١-ن(ن = هـ ن| ن|  ،  لو=   ٣X X ١) هـ(لو

 
  :الإثبات
 ١ X ٢ X ٣ X ٣-ن(٠٠٠٠ ٤( X )٢-ن( X )١-ن( X ن    = ن|

  بأخذ لو للطرفين 
ن |     )ن (لو) + ١-ن(لو) + ٢-ن(لو + ٠٠٠٠ +  ٣لو + ٢لو + ١لو =  لو

ن

i1
z
=

لوهـ    لو هـΔن | =  

ن

i1
z
=

Δن| هـ لو =   )هـ(لو
10

i1
z
=

١٠|    ١٥٫١٠ ≈ ٣٦٢٨٨٠٠ لو =  لو =  هـΔعلى ذالك مثال  )هـ(لو

  
ن |  مجموع ن٤٠٢

  
١+ن| -   ن|  ن | =  Δ

ن|    )١+ن(         =  ن) =١- ١+ن ( ن| ن| = ن | - 
ن|     ن =  ن| Δ

 - ٢٦ -

بأ خذ 
ن

i1
z
=

ن

i
zΔ

  للطرفين   
ن

i1
z
=

 
1=

  هـΔن| نهـΔ =ن| 
ن

i1
z
=

ن| هـ١Δ+ن| = ١ –  ن

ن

i1
z
=

  

١+ن|  ١ –   ن |  = هـΔ ن
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